





Journal 


für die 


und angewandte Mathematik 


#4 


“ ä 


gegründet von A. L. Crelle 1826. 








Herausgegeben 
unter Mitwirkung der Herren 


Weierstrass. von Helmholtz. Schroeter. Fuchs 


von 


L. Kronecker. 


Mit thätiger Beförderung hoher Königlich Preussischer Behörden. 


Band 104. 


In vier Heften. 














u 








Berlin. 1889. 


Druck und Verlag von Georg Reimer. 





2 ELTERN Ne 








PRRERERPE PUR 200 0 0220 sllähsäßhen." Of 


Inhaltsverzeichniss des Bandes 104. 


du Bois-Reymond, P. Ueber lineare partielle Differentialgleichungen zweiter 


Ordnung. 


Busche, E. Zur Anwendung der (Greometrie auf die Zahlentheorie 


Genocchi, A. Premiere partie du chapitre XIII de la Note sur la theorie 


des residus quadratiques. 


Hazzidakis, J. N. Ueber invariante Differentialausdrücke 


Jaerisch, P._ Allgemeine Integration der Elastieitätsgleichungen für die 


Schwingungen und das Gleichgewicht isotroper Rotationskörper. 
Königsberger, L. Der Cauchysche Satz von der Existenz der Integrale eineı 
Differentialgleichung. 


Kronecker, L. Beweis des Reeiprocitätsgesetzes für die quadratischen Reste 


(Aus einem Aufsatze in No. XLVIII der Sitzungsberichte der Berliner 


Akademie von 1885.). 
— — Paul du Bois-Reymond. 
von Lilienthal, R. Zur Krümmungstheorie der Flächen. 
Netto, EE Anwendung der Modulsysteme auf eine elementare algebraische 
Frage. 
Pochhammer, L. Ueber drei lineare Differentialgleichungen vierter Ordnung. 
Ueber eine Klasse von Functionen einer complexen Varia- 
blen, welche die Form bestimmter Integrale haben. 
Reye, Th. Lieber lineare Mannigfaltigkeiten projeetiver Ebenenbüschel und 
collinearer Bündel oder Räume. I. . 


14 y) 


301 


wu 
—] 


o- 
..- 
nd 


34) 


-151 


24) 





Inhaltsverzeichniss des Bandes 104. 


Rudio, F. Ueber eine specielle Fläche vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt. 


Schroeter, H. Zurückführung der Grassmannschen Definitionen der Curve 
dritter Ordnung auf die von Chasles, Cayley und Hesse angegebenen Er- 
zeugungsweisen. 

Stahl, W. Ueber die Fundamentalinvolutionen auf rationalen Curven. 

—  — Ueber die rationale ebene Curve vierter Ordnung. Fortsetzung. 
Siehe dieses Journal Bd. 101, S. 300. 

Thome, L. W. Ueber eine Anwendung der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen auf die algebraischen Functionen. 

Züge. Das Potential homogener ringförmiger Körper, insbesondere eines Ring- 
körpers mit Kreisquerschnitt. . 


62— 54 
38— 61 


302— 320 


1— 31 


s9—101 

















Ueber eine Anwendung der Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen auf die algebraischen Functionen. 


(Von Herrn L. W. Thome in Greiiswald. 


Bi 
Die algebraische Gleichung 
(1.) s A,s” tb... A 0) 


in welcher die Coeffieienten A ganze rationale Funetionen von x sind. sel 
vorgelegt. Der Coefficient der höchsten Potenz in derselben ist gleich 1 ge- 
setzt. da man andernfalls, wenn derselbe die ganze rationale Funetion A, Ist. 


1 


nach Multiplieation mit A}, A,s=s setzen kann, und dann auf den vori- 


gen Fall zurückkommt. Das Gleichungspolynom in (1.) sei dureh F(s, x 
. \ ERTARN , . EN 
oder F(s) bezeichnet. Es soll F(s) mit - keinen gemeinschaftlichen Theileı 
$, ER 
haben. Dann hat die Gleichung F(s)=0 nach Ausschluss der Punkt: 
in endlicher Anzahl, für welche die Diseriminante dieser Gleichung ver- 
schwindet, bei jedem anderen Punkte x im Endlichen » einfache Wurzeln. 
Bei einem solchen Punkte 2 = «a seien die » Werthe s durch db, bis 5, be- 
zeichnet. Nun erhält man vermittelst der Gleichung 
OF ds oF 


(2 N N — f{) 
os dx OxX 


\ 


in einem gewissen Kreise, dessen Mittelpunkt a ist. bekanntlich » conver- 
gente Potenzreihen s, bis s,, die nach Potenzen von z—a mit positiven 
ganzen Exponenten fortschreiten, für x = a bezüglich in b, bis b, übergehen 


und die Gleichung F(s, ©) = 0 erfüllen. 

Man kann diese Entwickelungen zunächst benutzen, um zu prüfen, 
ob das Gleichungspolynom in (1.) irreduetibel ist. oder in rationale Factoren 
zerfällt, die ganze rationale, Functionen von s sind und daher auch ganze 
rationale Funetionen von .r sein müssen. 
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Denn wenn ein solcher Factor existirt und gleich Null gesetzt eine 
Gleichung liefert, die für = a die Wurzeln b, bis b, habe, so wird diese 
Gleichung dureh die Entwickelungen s, bis s, erfüllt, und das Gleichungs- 
polynom derselben wird gleich dem Ausdrucke 


3.) (6-8)(8-8:)...(8—8,). 


Das ins und z ganze rationale Gleiehungspolynom kann nun keinen höheren 
Grad in 2—a haben, als der in Fist. Man kann daher in (3.) vermittelst der 
Entwiekelungen von s, bis s, die ganzen rationalen Coeffieienten des Glei- 
chungspolynoms bestimmen und nun zusehen, ob dasselbe mit dem Polynom 


F(s, x) einen gemeinschaftlichen Theiler hat. Ist nun F(s, ©) in die irre- 
ductibeln Faetoren zerlegt, so sind diese zu behandeln. Es wird also jetzt 
von der Gleichung (1.) vorausgesetzt, dass dieselbe irreduetibel sei. 

Aus den Gleichungen (1.) und (2.) lässt sich in bekannter Weise 
eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten her- 
leiten, welcher die algebraische Funetion s genügt. Die » Zweige von s 


. . . [ \ OF Ya . .. "Jıs 
seien s, bis s,.. Wird in (—) die Grösse s=s, gesetzt, alsdann Zähler 


- ., oF oF oF u 2 
und Nenner des Ausdruckes mit ur multiplieirt, so erhält man 


Os, Os, ’$, 
unter Zuhülfenahme von Gleichung (1.) 
- 1 R(s, x) 
(4.) A — ’ 
oF A(z) 
Os 


wo R und 4 ganze rationale Functionen sind, R in Bezug auf s höchstens 
vom (a—1)ten Grade, 4 die Diseriminante von F. (Vgl. Serret, Cours 
d’Algebre superieure, theorie des fonetions symetriques.) Aus (2.) und (4.) 
folgt dann mit Hinzunahme von (1.) 

” ds 

fl} \ | (2 y — 
(Je) dz +H,(s, x) ae 0, 
wo H, eine ganze rationale Function von s von einem Grade — n—1 ist 
mit rationalen Coefficienten in x. Aus (5.) ergiebt sich auf dieselbe Weise 

d’s 


(6.) 


/ dx’ 


+H,(s, 2) = 0 


u. 8. w., es seien diese Gleichungen aufgestellt bis 


n 
N d"s 
.) 


+H,(s, x) = 0 


dx" 
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Das Gleichungssystem (5.) bis (7.) hat also diese Form: 


u a,8s-+q,s Bere a, n Ss } da, — (}, 
2 / 
f4 n. . Ad,,8- A,8s - BP n Ad, , 8" T A,, — VD. 
(8.) d.ır i 
d"s | . n—1 
Frans T4.87""TA,n-18 Tim =V. 
d.r” , 





worin die a rationale Funetionen von x sind. Aus demselben ergiebt sich 


ds 
T d,,8 d. . . . d, 
dr 
d’s 
(9\ s r4ı1S Ad ... u N 
(9.) dr y . 
er. 
a 
dr” 


Wenn die Grössen a, bis a, Null sind. so besteht die Ditterentialgleichung 
ds 


l 


ZH a,s—=0. Wenn aber nicht alle Grössen a, bis a,, Null sind, so ist 
falls die Determinante I +a,4;,...a,,_, nieht identisch Null ist. dureh (9.) 
eine Differentialgleichung »ter Ordnung gegeben. Ist aber diese Deter- 
minante gleich Null, so kann man aus Unterdeterminanten derselben »—| 
Multiplicatoren A, bis 4,_, bilden, die nicht alle verschwinden, so dass sich 
aus den »--1 ersten Gleichungen (8.) alsdann 


R / s f , ?: N . U is 
(10.) / Ju 4 a,,8)- 1, ( . d,,8) 2 nl - . -4,_, s) ( 


ıI\ dx \ dr’ dx" 1,1 


ergiebt. Also in allen Fällen kann man auf die angegebene Weise eine homo- 
gene lineare Differentialgleichung oter Ordnung, wo 0° nn ist, y,(y, x) = U 
mit rationalen Coefficienten und dem Coeffiecienten der höchsten Ableitung 
gleich 1 herstellen, welcher die algebraische Function s genügt. 

Aus dieser Differentialgleichung soll nun diejenige homogene lineare 
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der 
höchsten Ableitung gleich 1, welcher die Function s genügt, hergeleitet werden, 
deren Ordnung gleich der Anzahl der linearunabhängigen Zweige von s ist. 

Die Differentialgleichung von dieser Beschaffenheit wird alsdann zur 
Untersuchung der Function s, zur vollständigen Darstellung der Zweige von s 
bei den Punkten, in welchen mehrfache Wurzeln der Gleichung vorkommen, 


und zur Bestimmung des Resultates der Fortsetzung der Zweige verwandt. 
K” 
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Dass diese Differentialgleichung überhaupt existirt, ergiebt sich aus 
einem Satze des Herrn Frobenius Bd. 76 dieses Journals p. 240, und ist 
auch dort ausgesprochen, jedoch bedarf dieser Satz einer Modifieation, 
eventuell der Beweis desselben einer Ergänzung. Eine analytische Function 
y. die sich als solche allenthalben fortsetzen lässt, indem dieselbe, abgesehen 
von einer endlichen Anzahl von Punkten « in jedem Kreise, der keinen 
dieser Punkte enthält, einwerthig und stetig bleibt, soll e linearunabhängige 
Zweige besitzen. Dieselben werden in die Gleichung 


z lv e- 
a) tt = 0 


d.r? ı dae-! 
eingesetzt, dann erhält man durch Auflösung des Systems der o in Bezug 
auf die Coetfieienten p linearen Gleichungen jede dieser Grössen p durch 
einen @uotienten von zwei Determinanten ausgedrückt. Bei dem Umgange 


” 


um einen Punkt «@ ändern sich Zähler und Nenner dieses Quotienten um 
einen und denselben eonstanten Factor, die Determinante der Substitutions- 
eonstanten; die p bleiben also einwerthig und sind in einem Bereiche, aus 
welchem Gebiete, die Punkte « enthalten, ausgeschlossen sind, einwerthige 
Funetionen, die nur in einer endlichen Anzahl von Punkten und in diesen 
nur in endlicher Ordnung unendlich werden. Bei einem Punkte « haben 
die Determinanten in Zähler und Nenner die allgemeine Entwickelungsform 


z .yr v L x —. 
(0) wa), wie) = Fe(a-0)+Fo,(e-e); 
) —i 


bei e=»x tritt : statt e—a ein. Es ist also noch die Möglichkeit zu 
berücksichtigen, dass der Nenner in dem Ausdruck der einwerthigen Fune- 
tion p in der Nähe von z=« in unendlich vielen Punkten verschwinden 
könnte. Sobald nun von den o linearunabhängigen Zweigen von y und zu- 
gleich von ihren Ableitungen bis zur gten Ordnung vorausgesetzt wird, dass 


oe . ine | 6 igeie = 
sie mit einer endlichen Potenz von 2—- @ bezüglich —_ multiplieirt für = = « 


bezüglich = x endlich bleiben, wird w(x) nur in endlicher Ordnung un- 
endlich und daher auch p. Die Coeffieienten p sind alsdann rationale 
Funetionen. Die Integrale der Differentialgleichung (11.) sind reguläre. 
(Vgl. hierbei die Abhandlungen des Verf. Bd. 74 p. 194, Bd. 75 Nr. 1 und 8.) 

In dem hier vorliegenden Falle ist diese Bedingung erfüllt, da die 
Zweige von s bei den Punkten, in denen gleiche Wurzeln vorkommen, und 
bei 2=» Entwickelungen nach ganzen oder gebrochenen Potenzen von 
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2—a bezüglich h haben, die negative Exponenten nur in endlicher An- 
"zahl enthalten. 

Es besteht also eine homogene lineare Differentialgleiehung f,(s, x) — U 
mit rationalen Coeffieienten und dem Üoeffiecienten der höchsten Ableitung 
gleich 1, welcher die algebraische Funetion s aus der irreduetibeln Glei- 


n 


% 


chung (1.) F(s, 2) = 0 genügt, und deren Ordnung o mit der Anzahl der 
linearunabhängigen Zweige von s übereinstimmt. Es kann nur eine solche 
Differentialgleichung geben. Der Differentialausdruck derselben braucht 
nicht unzerlegbar zu sein. Denn ist z.B. s=g(a)+Vh(z), wo g(a) und 
h(x) ganze rationale Functionen von z höheren als nullten Grades sind, 
h(z) kein Quadrat, so erfüllt s eine irreduetible Gleiehung (1.). worin 
n—=2 und die beiden Zweige von s, g(z)+Yh(x) und g(r) Ihr), sind 
linearunabhängig. Die Differentialgleichung f,(s, x) = U ist daher von zweiter 


0 


Ordnung, enthält aber die Integrale von 


ds d log« x ds dloeyh(x 
— X s—=—) und von $ 0", 
dx dx dr dr 
2. 


Es soll nun zunächst die Beschaffenheit der Integrale der in der 
vorigen Nummer definirten Differentialgleichung f,(s, x) = 0 näher unter- 
sucht werden. 

Wesentlich singuläre Punkte von f, = ®, also solche, bei denen nicht 
alle Integrale einwerthig und stetig bleiben, können nur in den Stellen auf- 
treten, in denen die Gleichung F(s, 2) =0 mehrfache Wurzeln hat und bei 
z=x. Was zunächst den Punkt r= x angeht, so ist bei demselben 
ze=f’ im Fis,2)=0 und f,(s,x) =(0 einzusetzen. Wenn in F(s, x) die 
höchste Potenz von x die mte ist, so wird F(s, 2") mit #"" multiplieirt und 
st"=u in F(s, t') und f,(s,t') gesetzt. Alsdann kommt die Untersuchung 
von a bei t=(0 auf dieselbe Untersuchung, wie die von s bei einem l’unkte 
2 im Endlichen, hinaus. 

Bei einem Punkte 2 =a im Endlichen, in dem F(s, x) = () mehrfache 
Wurzeln hat, besitzt s für die in einem «-blättrigen Windungspunkte (u - 2 


falls ein solcher vorkommt, zusammenhängenden «u Zweige bekanntlich eine 


1 
N . a Co a Ce Co s } . r an 
Entwickelung der Form Ü Fe, Öl, = (z-a)”, ! eine ganze Zahl 0, für 
() M 
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einen in der Umgebung von ze=a einwerthigen Zweig eine Entwickelung 


De 


” a , ’ RE . r ö 
der Form (x -a)>&e,(r—a)‘, k eine ganze Zahl 0. Die E linearunab- 
#) 


hängigen Zweige von s, welche ein System von o linearunabhängigen Inte- 
gralen von f,= 0 sind, haben also Entwickelungen der angegebenen Form. 
} ) 


« 
nr 


? u. , a } ,® 
Nun zerfällt die Entwickelung Te, {', = (z 
0 





a)“ in eine Summe von 


Reihen der Form (x—a)“ Ek(e—a)‘ worin die Exponenten ä in je zwei 
Reihen sich nicht um eine ganze Zahl unterscheiden. ‚Jede dieser Reihen 
convergirt wegen der unbedingten Convergenz von et für sich und be- 
friedigt die Differentialgleichung f,=0. Die e linearunabhängigen Zweige 
von s, welche f,=0 erfüllen, setzen sich also linear mit constanten Coeffieienten 
aus Integralen von f, =0 der Form (©—-a) &c,(@—a)' zusammen, in denen 
die r positive rationale Zahlen sind, welche, auf die kleinste Benennung ge- 
bracht, einen Nenner — » haben. Es muss also unter diesen letzteren Inte- 
sralen selbst ein System von e linearunabhängigen sich finden. Nun sei 
ein zweites System von g linearunabhängigen Integralen von f,= 0 auf- 
gestellt, die bezüglich zu den Wurzeln der Exponentengleichung bei x = «a 
gehören. Ein Integral des einen Systems ist durch diejenigen des anderen, 
deren Exponenten sich von dem Exponenten jenes Integrales nur um ganze 
Zahlen unterscheiden, linear mit constanten Üoeffieienten ausdrückbar. Es 
kommen demnach in dem zweiten Systeme keine Logarithmen vor, die 
Wurzeln der Exponentengleichung müssen daher von einander verschieden 
sein und müssen positive rationale Zahlen sein, welche in der kleinsten Be- 
nennung Nenner — » haben. 

Das Entsprechende gilt bei irgend einem anderen Punkte 2=a im 
Eindlichen. Bei einem solchen können die Wurzeln der Exponentengleichung 
nur von einander verschiedene positive ganze Zahlen sein. 

Also hat f,=0 bei irgend einem Punkte 2=a im Endlichen ein 
System von eo linearunabhängigen Integralen der Form 


(1) (z-a)"'w(e-a), (e-a)"w(z—a), ... (z-a)'y(z—a), 
worin die w Entwickelungen der Form F&c,(@—a)‘, Mod. ec, 0, haben, die 


Exponenten r von einander verschiedene rationale Zahlen — 0 sind, welche 
in der kleinsten Benennung Nenner —» haben, und wo diese Exponenten 


r die og Wurzeln der Exponentengleiehung bei x = a bilden. 


N 





RER 








Thome, Anwendung der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Bei z2=x hat f,=0 nach dem Vorhergehenden ein System von g 
linearunabhängigen Integralen der Form 
* A 77 ziel GE 57 ir 
2) werd, Pal, el, 


worin die z Entwickelungen der Form &e,t‘, Mod. c,- > 0, haben, die Ex- 


ponenten r von einander verschiedene rationale Zahlen — O0 mit den Nennern 
in der kleinsten Benennung —- r sind, und wo die Zahlen r, -m, r,— m bis 


r,—m die oe Wurzeln der Exponentengleichung von f, = V bei x = x bilden. 


a) 
97 
Die Ordnung go der Differentialgleichung f,(s, x) = UV wird in folgen- 
der Weise bestimmt. Ein nichtsingulärer Punkt e= a der Differentialglei- 


chung ,(y, 2) = 0 (Nr. 1) sei gewählt, in welchem die Wurzeln von 


F(s,x) = 0 von einander verschieden seien. Bei diesem nichtsingulären 
Punkte sei ein System von 9 linearunabhängigen Integralen von y,(y, 2) — ) 


angenommen %,, 9 bis y,, so dass 


dy; d= Ya d U d U 
Uns - “ * . . - > “ - “ . . . — ( ) 
ru dx d2’—? d.“ dx’! 
cu R a ı\ R m r ü R . 
für e= a verschwindet, ( j ar a—1)! ist. Nun seien die » bei diesem 
\ dar, 
Punkte e=a einwerthigen Zweige von s, s, (A =1, ... n) entwickelt (aus 


\ 


Gl. Nr. 1 (5.)) bis zur Potenz (e—a)””. Es sei 





1) 4 = "+ (a -a)+c (a) +. +0) (2—a 
Dann ergiebt sich 
= a yıraı ytteh’y, 
9 = Pytedyt-+edy,, 
ee ö . 
= MM yteytt+eny, 


Um nun aus diesem Gleichungssysteme zu ermitteln, welche der Zweige 
s; bis s, linearunabhängig sind, wird aus einer der Gleichungen, etwa der 
a,ten, eine der Grössen y, deren Coeffieient von Null verschieden ist, etwa 
Y.„, durch s, und die übrigen y ausgedrückt. Dann sind s, und die übrigen 
y linearunabhängig. Der Ausdruck von y, wird in die anderen »—1 Glei- 
chungen eingesetzt. Nun wird aus einer der erhaltenen 2—1 Gleichungen, 
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etwa der «,ten, ein y mit nichtverschwindendem Coeffieienten, etwa y,, durch 

s,, und die übrigen in der Gleichung vorkommenden Grössen ausgedrückt. 

Alsdann sind s,, s,, und die y, aus welchen y, und y, ausgeschieden sind, 

linearunabhängig. Der Ausdruck für y, wird in die übrigen a—2 Glei- 

chungen eingesetzt. Und dasselbe Verfahren wird fortgesetzt, bis kein y 

mehr in den übrig bleibenden Gleichungen vorkommt. Die Grössen s,. 

s,, ete., vermittelst welcher suceessive ein y ersetzt worden ist. bilden ein 4 

System linearunabhängiger Zweige. | 
Die Anzahl derselben bestimmt also die Ordnung og der Differential- 

gleichung f,(s, 2) =V. 


o\ 


Ergiebt sich o= 0, so ist y,(y, x) =V selbst die gesuchte Differential- 
gleichung. 

Ist aber oe <o, so Ist aus 9,(y.z)=V die Vifferentialgleichung 
f,(s. 2) = 0 herzuleiten. Das zu dem Zwecke einzuschlagende Verfahren, E 
welches in der folgenden Nummer auseinandergesetzt wird. erfordert, dass ' 
die Coeffieienten der Differentialgleichung f, = 0 bei einem Punkte entwickelt | 
werden. Diese Entwickelung kann man hier vollständig bestimmt bei dem 
oben genannten Punkte a vornehmen, vermöge der vorhin ermittelten o 
linearunabhängigen Entwiekelungen von s,, s,, Dis s, , die ein System linear- 


unabhängiger Integrale von f, = bilden. Die Determinante dieser linear- 


. ; ds deT's, > 
‘ a > a(yys N > > @2 ER e 1a ‘ GA > r \ ae 
unabhängigen Integrale Z+s, —,, dig st, abgesehen von isolirten : 
Punkten, von Null verschieden. Da die Integrale von f,=0 beir=a 3 
einwerthig und stetig sind, so kann z=a für f, =0 nur ein nichtsingulärer ki 


“ 


oder ein ausserwesentlich singulärer Punkt sein. In ersterem Falle ist die 
Determinante in z=a von Null verschieden. Um in letzterem Falle das 
Verhalten der Determinante in e=a zu bestimmen, ist zu beachten, dass 
der Punkt 2=a in y,=0 ein nichtsingulärer Punkt war, die Wurzeln der 
Exponentengleichung von 9, = 0 sind daher 0, 1, .... o—1. In dem ausser- 
wesentlich singulären Punkte a in f,= 0 hat die Exponentengleichung von 
f, = Wurzeln, die von einander verschiedene positive ganze Zahlen sind, 
welche nieht die Reihe 0, 1, .... e—1 bilden. Zu jeder solchen Wurzel r 
gehört ein Integral der Form (v0) Ze,(e—a)‘, Mod. ©, 0. welches 
| 


auch 9, = befriedigt, also ist r eine Zahl der Reihe 0, 1,... o—1. Aus 
dieser Reihe gehen also die Wurzeln der Exponentengleichung von f, = 0 


‘ 
“ 


bei e=a hervor, dieselben seien r,, r, bis vr. f,=0 sei die Differential- 





Be Jr ja ee si r 
2 
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gleichung 
d?s de=!s 
fi Rt L...Inns =ÜU. 
3) dee "Pı de-' Pe® 


Aus der Exponentengleichung 
(4.) r(r—1)...(r—0+1)+(pı (2 —a)).- r(@—1)...(r-g+2)- .+(p, RETURN 


ergiebt sich 
(e—1) 


3 ‘ ug * 

5) (pı(z-a)),-. = > -(n ++ +r,). 
Daher ist bei dem ausserwesentlich singulären Punkte x = a der niedrigste 
Werth, dessen die ganzzahlige Grösse (p,(e—a)),-, fähig ist. —o(0—p). 
Und alsdann ergiebt der Ausdruck der Determinante 


N er 


dass die Entwickelung derselben mit keinem höheren Gliede als (r—a 
beginnen kann. Werden nun in (3.) die Entwickelungen s, bis s, einge- 
setzt, und wird das Gleichungssystem in Bezug auf die p aufgelöst. so kann 
man also in der Entwickelung von p,. welche die Form (r—a) "Ik(2—a 
hat, so viel Coefficienten, als verlangt werden, eindeutig bestimmen. 

Was die Ausdrücke der Coeffieienten k, in der Entwiekelung von 
p, angeht, so ist zu beachten, dass die Determinanten in Zähler und Nenner 
des Quotierten, welcher p, darstellt, alternirende Funetionen der o Zweige 
$,, 8,, Dis s, sind, und dass die Coeffiecienten von (2—a)‘ in der Entwicke- 
lung (1.) der Zweige s gemäss Nr. 1 (5.). (6.) ete. die Form 


f (A)N > 


(7 (/)  qn N AyN\N 
(1.) Goat guaCı + gale) + tm.” 


haben, wo die von 4 unabhängigen Grössen g rationale Ausdrücke von a 


und den Constanten der Gleichung F(s, x) = 0 sind. Daher werden die 
Coeffieienten der Potenzen von z—a in den Entwiekelungen von Zähler und 
Nenner der Grösse p, alternirende ganze rationale Funetionen der Werthe 
ec (A=1,... eo). Die Coeffieienten 4, in der Entwickelung von p, sind 
daher symmetrisch in Bezug auf diese ec! unter der Form von Quotienten alter- 
nirender oder symmetrischer ganzer rationaler Funetionen der ec’ 4=1. ... 0). 


4. 


Wenn die in der vorigen Nummer bestimmte Ordnung o der Ditfe- 


% 


rentialgleichung f,(s, 2) =0 sich als kleiner als die Ordnung o der Diffe- 


% 


Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 1. > 





10 Thome, Anwendung der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


rentialgleichung Y,(y, x) = 0 der Nr. 1 ergeben hat, so ist nun aus letzterer 
Differentialgleichung die erstere herzuleiten. 

Zu dem Zwecke ist zu bemerken, dass die Integrale von /,= 0 die 
Differentialgleichung 9, =0 erfüllen und dass f,(s, x) ein regulärer Diffe- 
rentialausdruck ist. Hieraus folgt, dass g,(y, x) sich unter der Form dar- 
stellen lässt 

1) 9 2) = Y, Ao-,lYı, ©), 

wo 9,(y, x) ein regulärer Differentialausdruck oter Ordnung ist und h,_,(yı. ©) 
ein homogener linearer Differentialausdruck (o—e)ter Ordnung mit rationalen 
Coeffieienten und dem Üoeffieienten der höchsten Ableitung gleich 1. Ein 
solcher Ausdruck 9,(y, ©) ist f,@, x). (Vgl. die Abh. des Verf. Bd. 96 
dieses Journals Nr. 2 I.) Demnach ist auf den Differentialausdruck p,(y, &) 
das Verfahren anzuwenden, um die Zerlegungen der Beschaffenheit (1.) auf- 
zusuchen. Dieses Verfahren ist in der Abh. des Verf. Bd. 96 dieses Journals 
Nr. 6 angegeben. Aus demselben ergiebt sich, dass nur eine endliche An- 
zahl dieser Zerlegungen mit den hier in Betracht kommenden Beziehungen 
auftritt: dieses folgt nämlich daraus, dass die Operationen, die auf den Aus- 
druck r (2.) der hier vorliegenden Nummer führen, nur in endlicher Anzahl 
möglich sind, und dass man für die Coeffieienten p der Differentialgleichung 
f,(s, ©) = 0 nach der vorigen Nummer eine eindeutig bestimmte Entwickelung 
angeben kann. 

Es sind nur diejenigen Zerlegungen (1.) aufzustellen, bei denen die 
Integrale von g,(y,2)=0 die in Nr. 2 ermittelte Beschaffenheit der Inte- 
grale von f,(s, 2) = 0 haben. 

Ein singulärer Punkt von g,(y, x) = 0 sei einer der Punkte, in 
welchem die Diseriminante von F(s, x) = 0 verschwindet. Bei diesem Punkte 
und bei 2= x sind aus den Wurzeln der Exponentengleichung von y, = 0 
als Wurzeln der Exponentengleichung von 9, = 0 nur rationale Zahlen der 
in Nr. 2 (1.), (2.) angegebenen Beschaffenheit herauszunehmen. Jeder 
andere singuläre Punkt von 9, = 0 im Endlichen ist für f, = 0 ausserwesent- 
lich singulär oder nicht-singulär. Aus den Wurzeln der Exponentenglei- 
chung von 9,=(0 bei diesem Punkte sind als Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von g,=0 nur von einander verschiedene ganze Zahlen — 0 zu 
entnehmen. 

Nun ist- für das Bestehen von (1.) zunächst nothwendig, dass die in 
Abh. Bd. 96. Nr. 6 (11.) bezeichnete Zahl 7 eine ganze Zahl gleich oder 
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grösser als Null ist. Diese Zahl 7 ist folgende. Wenn ,(y,2)=U im 
Endlichen z singuläre Punkte a, bis a, hat (bei n —— 2 ist 2-1), und die 
Summe der Wurzeln der Exponentengleichung von 9,(y,2)=0 bei dem 
Punkte a, durch R,_,, bi r=x durch AR, 


Bere iR 


_ 


„ bezeichnet wird, so ist 


Ergiebt sich, dass 7 ganzzahlig und — 0 wird. so ist nun weiter das |. e. 
auseinandergesetzte Verfahren anzuwenden. Die dabei nothwendige Ent- 
wickelung der Coeffieienten p der Differentialgleichung /,—= 0 wird nach 
der vorigen Nummer eindeutig bestimmt gegeben. Diese Entwiekelung ver- 
tritt die in Bd. 96 Nr. 6 I. bei dem singulären Punkte A angenommene, so 
dass sich für den hier vorliegenden Fall das bezügliche Verfahren ohne 
irgend welche Ausnahme durchführen lässt. Falls sich gemäss Bd. 96 
Nr. 6 II. ergiebt, dass bei einem singulären Punkt A von 9, = U oder bei 
x —= x gleichfalls die Entwickelung der Coeffieienten von g, = 0 eindeutig 
ausfällt, so kann man auch diese Entwiekelung anwenden. Auf diese Weise 
ist es möglich, die in endlicher Anzahl vorhandenen regulären Differential- 
ausdrücke g,(y, x) von der oben angegebenen Beschaffenheit herzustellen. 
Unter denselben muss sich der Differentialausdruck f,(s. 2) befinden. 

Was die Constanten in diesen Ausdrücken g,(y. x) angeht, so ist zu 
bemerken, da als Wurzeln der Exponentengleichungen von 9,(y, 2) = U 
nur rationale Zahlen anzunehmen waren, so sind die Constanten in g, rationale 
Ausdrücke der singulären Punkte von 9,=0 und von Uonstanten in den 
Entwickelungen der Coefficienten p,, die in Nr. 3 angegeben sind. Ist die 
Entwickelung der Coeffieienten der Differentialquotienten in g, = 0 bei einem 
singulären Punkte von 9,=0 oder 2= x angenommen, so ersieht man, 
dass die Constanten rationale Ausdrücke der singulären Punkte und Uon- 
stanten in 9, = (0 werden. 

Ob nun eine der Difterentialgleichungen g,(y, 2) = 0 durch die alge- 


n 


braische Funetion s=y aus F(s,2)=0 erfüllt wird. ist auf folgende Weise 
zu erkennen. Es werden in g,(s, =) für die Differentialquotienten die Aus- 
drücke Nr. 1 (8.) eingesetzt, wodurch ein Polynom 

(3.) Aut A,s-+---+A, Te 


hervorgeht, dessen Coefficienten A rationale Funetionen von = sind, so ist, 


wenn dasselbe für s aus F(s,x) =0 verschwinden soll. wegen der Irre- 


)% 
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duetibilität von F nothwendig und hinreichend, dass die rationalen Fune- 
tionen A, bis A,_, von z verschwinden. 

Es ist also, sobald man einen Differentialausdruck g,(y, x) ermittelt 
hat, zu prüfen, ob die angegebene Bedingung erfüllt ist. Bei einem dieser 
Differentialausdrücke muss dieses stattfinden, und dieser ist der Differential- 
ausdruck f,($, x). 


ı). 


Nachdem die Differentialgleichung f,(s, x) = 0. welcher die go linear- 


unabhängigen Zweige von s aus F(s,2)=0 genügen, ermittelt ist, werde 
dieselbe benutzt, um die Zweige von s bei einem Punkte z=a, in welchem 
die Diseriminante von F verschwindet, zu untersuchen. 

Die Wurzeln der Exponentengleichung von f,=0 bei z=a seien 
aufgestellt. Dieselben sind von einander verschiedene rationale Zahlen — 0, 
zu welchen ein System linearunabhängiger Integrale von der in Nr. 2 (1.) 
angegebenen Beschaffenheit gehört. Die o linearunabhängigen Zweige von 
s bilden andererseits ein System linearunabhängiger Integrale von f,=0, 
die Integrale des einen Systems werden durch die des anderen linear mit 
constanten Coefficienten ausgedrückt. Daraus folgt zunächst: 

I. Enthält die Exponentengleichung von f,=V bei v=a nur ganz- 


n 


zahlige Wurzeln, so sind die n Zweige von s aus F(s,2)=(0 in der Um- 
gebung von e = a einwerthig und umgekehrt. 

Il. Wenn in a ein «-blättriger Windungspunkt (u > 2) vorkommt, 
so haben die « in diesem Punkte zusammenhängenden Zweige eine Ent- 


wickelung der Form 
1 


N n De Lo \u 
(1.) 2 0.5, 6 = (a-of, 
! eine ganze Zahl — 0. Dieselbe ist gleich 
0, 0, 0) 
2)  (@-a)* w(z—-a)+(z—a)" w(e—-a)+.-+(r—a)* w,(c—a), 


. T \ u / . . . a) 
wo die w von der Form Fk,(2—a)‘, Mod. k, > 0, sind, je zwei Exponenten 


Ö, 


. ON . . . r hd nd r .. 
bis sich nicht um eine ganze Zahl unterscheiden. Die Grössen 
[#0 [X 


RR 0, 
(2—-a)“ w,(x-a) bis (e—a) “* w,(e—a) sind linearunabhängige Integrale 
von f,=0. Aus einem der « Zweige ergeben sich die «—1 anderen durch 
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successiven Umgang um z= a und erhalten die Darstellung 





o(z—-a)"w+ w(la-a)"w44+ w,(@—a)“ w;, 
o, Oo 09 
‘ » », \ f} a I; x f 
(3.) or -a)"w + we-a)" wm. + wilcr—a)" w;, 
Ö N) 
u—l/, u | ul/fn 7 ER Beif. u ‚ 
or (z-a)"w toi" (2 —a)" w, oo, (2—-a)" w;, 
Oo] . ') 
i ini 4 u L 
wo die Uonstanten w, = e“ bis w; = e“ sind. 


Nun sei zuerst vorausgeselzt, es habe sich aus dem Systeme Nr. 3 (2. 
ergeben, dass die Anzahl o der linearunabhängigen Zweige von s mil der An- 
zahl n der Zweige zusammenfällt. In diesem Falle muss die Ordnung o der 
Differentialgleichung y,(y, 2) = 0 aus Nr. I gleich n sein, und die Differential- 
gleichung f,(s, 2) =V ist 9,(y,) =. 

Dann sind die « in einem «-blättrigen Windungspunkte zusammen- 
hängenden Zweige linearunabhängig. Aus der Darstellung (2.), (3.) dieser 
u linearunabhängigen Zweige folgt, dass d = u ist, und es gehen also aus 
dieser Darstellung « Integrale von f,(s,0)=0, e=n der Form 


0, 
(z—-a)" Ih, —a)‘, Mod. k,= 0, (B=1,...0), 
0) 
. —n “ . . « O; . . 
o, ganzzahlig — 0 hervor, worin je zwei Exponenten „ sich nieht um 


eine ganze Zahl unterscheiden. Diese « Integrale sind durch die « Zweige 
linear mit eonstanten Coefhieienten darstellbar. 

Wenn ein zweiter »-blättriger Windungspunkt in a vorhanden ist, 
wo v auch gleich « sein kann, so gehen aus den » Zweigen, die in dem- 
selben zusammenhängen, » Integrale von f,=0, g=n von gleicher Be- 
schaffenheit, wie die vorigen, hervor. Diese Integrale sind von den vorher- 
gehenden linearunabhängig. Denn da die v neuen Zweige von den vorigen 
« Zweigen linearunabhängig sind, so kann, wenn eine lineare Verbindung 
mit constanten Coeihieienten der vorhergehenden « Integrale dureh die be- 
züglichen « Zweige ausgedrückt ist und ebenso eine lineare Verbindung 
mit constanten Coefficienten der hinzugetretenen » Integrale durch die be 
züglichen » Zweige dargestellt ist, die Summe dieser Verbindungen nich! 
verschwinden. Ist der Exponent eines der » letzteren Integrale dem Ex- 
ponenten eines der « vorhergehenden Integrale gleich, so kann man das 
Integral, welches unter jenen » Integralen vorkommt, dureh eine lineare 
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Verbindung beider Integrale mit constanten Coefficienten ersetzen, in welcher 
der Exponent des Integrales sich von dem Exponenten des zu ersetzenden 


a Be 


Integrales um eine von Null verschiedene positive ganze Zahl unterscheidet. 
Die auf diese Weise erhaltenen gesammten «+r linearunabhängigen Inte- 
grale sind durch die «-+r Zweige linear mit constanten Coefficienten dar- 
stellbar. Das Iintspreehende tritt ein, wenn statt der Zweige in einem 
zweiten Windungspunkt ein bei z=a einwerthiger Zweig hinzugenommen | 
wird. Diese Betrachtungen können in derselben Weise fortgesetzt werden 4 
und liefern folgendes Resultat: f 

Es seien in z2=a ein oder mehrere Windungspunkte vorhanden, 
ausserdem können noch einwerthige Zweige vorkommen. Der allgemeine 
Fall werde an folgendem Schema discutirt. Es bestehe etwa ein 4-blättriger, 
ein «-blättriger, ein »-blättriger Windungspunkt, 4 — ur, und es seien 
y 0 einwerthige Zweige vorhanden. Dann giebt es für die Differential- 
gleichung f,(s,2) =0. o=n, » linearunabhängige Integrale dieser Art: ; 

). Integrale der Form 4 


Ök 


u - _— % 
4) (2-a)’ Fc,(2-—a)'‘, Mod. c, >, Bei ah 


o, ganzzahlig — Ö, worin je zwei Zahlen sich nieht um eine ganze 
Zahl unterscheiden: 
« Integrale der Form 
0; A 
(D.) (7 —a) a P3 Cr —a)", Mod. Cu; dd, (=1,... A), 


. ° . ° u , O, ® . L 2 P von 
o, ganzzahlig 0, worin je zwei Zahlen sich nicht um eine ganze 
; 


, Tr We r Pe 
Zahl unterscheiden, und eine Zahl 2 nicht einer Zahl gleich. ist; 


0 
7 
v Integrale der Form 
0, 
j N 'Z} u } : 
(6) (z-a)’ Ec,„(r—a)‘, Mod. , >, B=1,...n), 3 


’ . "; ” ” “ r OÖ . . ® 2a 
o, ganzzahlig — 0. worin je zwei Zahlen , sich nicht um eine ganze 


r . . r 77 . . r 

Zahl unterscheiden, und eine Zahl _ nicht einer der Zahlen ,., 

gleich ist: i 
y Integrale der Form, wenn y >, 


(E.) 


72 
rm 


/ 0% > sy 1 ie . 
(2—-a)  &c,(z—a)‘,. Mod. cu SV, 6-1... 7), 
v0 
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ı 


o,' sanzzahlig — 0, worin je zwei Zahlen # nicht einander gleich sind, 


° r . ° r [97 0 . r 
und eine Zahl 0” nieht einer der Zahlen ne gleich ist. 
R : z z ö ) ) 0 . 
Jetzt sind die von einander verschiedenen Zahlen mg © 


FT. : r 
da der Exponent r jedes Integrales (e— a) I c,(r—a)‘, Mod. ec, 0 Wurzel 


der Exponentengleichung ist, die a Wurzeln der Exponentengleichung von 
f,@.2)=0, e=n bei 2 =a, und wenn man eine Gruppe wie die « Zahlen 


betrachtet, die sich also zu je zweien nieht um eine ganze Zahl unter- 
u 
scheiden, so ergiebt sich, dass, wenn diese Zahlen auf die kleinste Benennung 
oebracht sind, der Nenner « so oft vorkommen muss, als unter den Zahlen 
Ö OÖ 0 


1 bis «—1 relative Primzahlen gegen « sind. Die Zahlen EL ei 


liefern also folgende Gruppirung der Wurzeln der Exponentengleichung, 
nachdem dieselben auf die kleinste Benennung webracht sind. 


> 


Es war 4 u v. Bei den » Wurzeln ist der grösste Nenner 4. 


r . . vr ° v Ö ° . ° . . . 
Nun sind 4 Wurzeln die Zahlen . die sich zu je zweien nicht um eine 
eanze Zahl unterscheiden. Bei den »— übrigen Wurzeln ist der grösste 


. rc a . a; 0 in di 
Nenner «. Es sind « dieser Wurzeln die Zahlen 2 die sich zu je zweien 
| 


nicht um eine ganze Zahl unterscheiden. Bei den a—4—u übrigen Wurzeln 
. > u x . . r . r 0 . 
ist der grösste Nenner v. Es sind »v dieser Wurzeln die Zahlen „, die 


sich zu je zweien nicht um eine ganze Zahl unterscheiden. Die übrieen 
n—4,— u—rv Wurzeln sind von einander verschiedene positive ganze Zahlen. 

Andererseits soll nun mit den Wurzeln der Exponentengleichung. 
nachdem dieselben auf die kleinste Benennung gebracht sind, folgende An- 
ordnung vorgenommen werden: 

Der grösste vorkommende Nenner ist 4. Dann werden zuerst 2 Wur- 
zeln herausgenommen, die, wenn sie auf den gemeinschaftlichen Nenner / 
gebracht sind, sich zu je zweien nieht um eine ganze Zahl unterscheiden. 


Wenn eine dieser Zahlen sieh nicht unter den oben genannten Zahlen 
,. 
befindet, so könnte sie jedoch mit einer und nur einer dieser Zahlen ze 


paart werden, so dass diese beiden sich nur um eine ganze Zahl unter- 


. . . \ ‚ Ö o 0 1 ° . .. 
scheiden. Wird in dem System der Zahlen . o die eine dieser 


[2 r 
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beiden Zahlen mit der anderen vertauscht, so erhält man ein neues System, 
welches eine Gruppirung der Wurzeln. wie die oben beschriebene, bildet. 
Hieraus ergiebt sich, dass bei den »— 4 übrigen Wurzeln als grösster Nenner 
« vorkommt, und dass sich « Wurzeln herausnehmen lassen, die, wenn sie 
auf den gemeinschaftlichen Nenner « gebracht sind, sich zu je zweien nicht 
um eine ganze Zahl unterscheiden. Solche « Wurzeln werden nun heraus- 
genommen. In derselben Weise ist dann fortzufahren. Man erhält also 
durch dieses Verfahren eine Anordnung der Wurzeln, die eine Gruppirung 


’ 2 


0 


von derselben Beschaffenheit, wie die des Systems Be o" bildet. 


u 
Dadurch wird alsdann erkannt, dass ein 4-blättriger, «u-blättriger, »-blättriger 


Windungspunkt und y einwerthige Zweige vorhanden sind. 
Wenn sich also aus dem System Nr. 3 (2.) ergeben hat, dass alle 


- 


» Zweige in F(s.x) =V linearunabhängig sind, so kann man, wie aus Nr. 5 


I. und Il. folgt, bei jedem Punkte, in welchem die Discriminante von F( s, T) 
verschwindet, und bei x = x (Nr. 2) vermittelst der Wurzeln der Exponenten- 
gleichung von f,(s.2)=0. og = n die Verzweigung von s vor der Entwickelung 
der Zweige erkennen. 

Hiermit lässt sich für eine solche algebraische Function auch die Zahl 
p., das (Geschlecht der Function, unmittelbar bestimmen nach der von Riemann 
(Theorie der Abelschen Functionen Nr. 7) gegebenen Formel, die auch (siehe 
©. Neumann, Vorlesungen über die Abelschen Integrale 2. Aufl. p. 171), 
wenn beliebige Windungspunkte vorhanden sind, gilt, 2(p—1) = w—2n, wo 
» die Summe der Ordnungen der Verzweigungen ist und jeder «-blättrige 
Windungspunkt als Verzweigung («—1)-facher Ordnung zählt, » die Anzahl 
der Zweige. 

III. Die Anzahl o der linearunabhängigen Zweige von s sei kleiner 
als die Anzahl » der Zweige. 

Aus der Darstellung (2.) (3.) der in einem u-blättrigen Windungs- 
punkt zusammenhängenden u Zweige geht hervor, dass die Ö ersten Zweige 
linearunabhängig. und die übrigen durch dieselben ausdrückbar sind. Da 
aber alle « Zweige von einander verschieden sind, so haben die Zahlen 
o, bis 6, einerseits und « andererseits keinen gemeinschaftlichen Theiler. 

Durch Betrachtungen, die denen in II. entsprechen, ergiebt sich nun 
Folgendes: Es sei wieder das allgemeine Verhalten an nachstehendem 
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Schema dargestellt. Ein 4-blättriger, «-blättriger, »v-blättriger Windungs- 
punkt, A> ur, und y einwerthige Zweige, y — 0, seien bei e=a vor- 
handen, also A+u+v-+y=n. Dann giebt es für die Differentialgleichung 
f,(s, 2) = 0 folgende go linearunabhängige Integrale. 


4, Integrale, wo 0 <A, 4, der Form 


Of 


(8) (z-a) Zc,(@-a)‘, Mod. ec, 0, EFT 


. a . “% O% . . . . 
o, ganzzahlig — 0, je zwei Zahlen ; unterscheiden sich nicht um eine 


ganze Zahl, die Zahlen o, einerseits und A andererseits haben keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler; 
u, Integrale, wo 0 «u, <. u, bei «, —0 von der Form 
01, 
(9) (a-a)“ Ech(e—a)", Mod. ce, = 0, B=1,... m), 
o, ganzzahlig — 0, je zwei Zahlen = unterscheiden sich nicht um eine 


' 


. r 0 . . . r 177 . Be ) 
ganze Zahl, eine Zahl e ist nicht einer Zahl , gleich, die Zahlen o, und 


. Em . ® OÖ . . 

die Zähler in den etwa vorhandenen Brüchen zn welche auf den Nenner 
« gebracht werden können, einerseits und « andererseits haben keinen ge- 
meinsechaftlichen Theiler: 


v, Integrale, wo O<r»r, —v, bei v, >0 von der Form 


0% 
(10.), (2-a)’ Fc,(@—-a), Mod. c,=0, B=1,... m), 


" 


. u . ® r Os . . . . 
o, ganzzahlig — 0, je zwei Zahlen z unterscheiden sich nicht um eine 


Zi ! 


ö N . e „ i \ i o 0 j a 
ganze Zahl, eine Zahl ——- ist nicht einer Zahl ar gleich, die Zahlen 
. £ . 4 o 0 i 
o, und die Zähler in den etwa bestehenden Brüchen 2 welche auf 
wur 
den Nenner » gebracht werden können, einerseits und » andererseits haben 
keinen gemeinschaftlichen Theiler: 


Yı Integrale, wo 0 —y, 7, bei y, >0 von der Form 
0, & 72 = 
(11) (z-a) ' Fch;(z—a)‘, Mod. cu, > 0, Ger.clhh 
0 . 


o, ganzzahlig — 0, je zwei Zahlen o,' sind nicht einander gleich, eine 

! „ 
r . u . . r Ö Ö Oo 
Zahl 0° ist nicht gleich einer Zahl ae Alarens 
” M \ 
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o 0 0 
N o" sind die o 


Wurzeln der Exponentengleiechung von f,(s, x) = 0. 


Die von einander versehiedenen Zahlen 


Hiermit ist nun das Verhalten der Wurzeln der Gleichung F(s, x) = 0 


für 2= a in Verbindung zu bringen. Aus der Darstellung von F(s, x) unter 
der Form 

(12) (s-8,)(8—8)...(8-8, 
wo s, bis s, die Entwickelungen der » Zweige sind, die bei einem u-blättri- 
gen Windungspunkte die Form (2.) (3.) haben, ergiebt sich, wenn x in a 
übergeht, dass auf einen «-blättrigen Windungspunkt «u gleiche Wurzeln 


von F(s,a)=0 kommen. Es finden sich also unter der gemachten Annahme 
in dieser Gleichung 4 gleiche, « gleiche, » gleiche Wurzeln, die auch unter 
einander gleich sein können, ausser diesen 7, unter denen auch gleiche sich 
finden und die auch vorhergehenden gleich sein können. 

Indem man beide Gleiehungen zusammen betrachtet, kann man unter 
Anwendung des Vorhergehenden (8.) bis (11.) folgendes Resultat herleiten: 


Bei den » Wurzeln von F(s,a)=0 sei « die höchste Anzahl der 
einander gleichen Wurzeln, so kann kein höherer als ein «-blättriger Win- 
dungspunkt vorkommen. Die Wurzeln der Exponentengleichung von f, = 0, 
seien auf die kleinste Benennung gebracht, dieselben enthalten dann Nenner, 
die — «@ sein müssen. Es möge nun wenigstens einmal der Nenner « vor- 
kommen, so kann auch der höchstblättrige Windungspunkt nicht niedriger 
als «-blättrig sein. Durch denselben werden « gleiche Wurzeln von 


F(s,a)= (0 absorbirt. Die nächst höchste Anzahl der gleichen Wurzeln 


von F(s,a) = sei ?, wo 9 auch gleich « sein darf, so kann weiter kein 
höherer als 9-blättriger Windungspunkt vorkommen. Es sei %/=«e. Nun 
möge wenigstens zweimal der Nenner «@ in zwei Exponenten, die sich nur 
um eine ganze Zahl unterscheiden, vorkommen, so kann auch der nächst 
höchste Windungspunkt nicht niedriger als 5-blättrig sein. Es sei  <e. 
Dann müssen die in den Exponenten enthaltenen Nenner, die kleiner als « 
sind, — ? oder Theiler von « sein. Es möge nun wenigstens einmal der 
Nenner 3, wenn / nicht Theiler von « ist, oder, falls 5 Theiler von « 
ist, wenigstens zweimal der Nenner 5 in zwei Exponenten, die sich nur 
um eine ganze Zahl unterscheiden, vorkommen, so kann auch der nächst 
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höchste Windungspunkt nieht niedriger als P-blättrig sein. Durch den 
P-blättrigen Windungspunkt werden von Neuem 7 gleiche Wurzeln von 


F(s,a) = 0 absorbirt. Die nächst höchste Anzahl der gleichen Wurzeln 


von F(s, a) = 0 sei y, wo y auch gleich > sein darf, so kann weiter kein 
höherer als ein y-blättriger Windungspunkt vorkommen. Es sei y=P. 
Dann möge, wenn % = « ist, wenigstens dreimal der Nenner « in drei Ex- 
ponenten, die sich nur um ganze Zahlen unterscheiden, und wenn 9 « 
ist, wenigstens zweimal der Nenner 5, wenn 5 nicht Theiler von « ist. in 
zwei Exponenten, die sich nur um eine ganze Zahl unterscheiden, und 
wenn 5 Theiler von « ist, wenigstens dreimal der Nenner in solchen 
Exponenten vorkommen, so kann auch der nächste Windungspunkt nicht 
niedriger als y-blättrig sein. Es sei y</P. Dann müssen die in den Ex- 
ponenten enthaltenen Nenner, die kleiner als 3 sind, —y oder 'Theiler 
von « oder 5 sein. Es möge nun wenigstens einmal der Nenner y, wenn 
y nicht Theiler von « oder 5 ist, oder, falls  Theiler von « oder / ist, 
wenigstens zweimal der Nenner 7 in zwei Exponenten, die sich nur um 
eine ganze Zahl unterscheiden, und falls „ Theiler von « und ? ist wenig- 
stens dreimal der Nenner y in drei Exponenten, die sich nur um ganze Zahlen 
unterscheiden, vorkommen, so kann der nächst niedrigere Windungspunkt 
nicht niedriger als y-blättrig sein. Durch den y-blättrigen Windungspunkt 


werden wiederum y gleiche Wurzeln von F(s,a)=(0 absorbirt. In der- 
selben Weise kann man weiter fortfahren, bis man zu den einfachen 
Wurzeln von F(s, a) = 0 gelangt, denen nur einwerthige Zweige entsprechen 
können. 

Es ist hieraus ersichtlich, wie sich durch eombinirte Betrachtung der 
Wurzeln der Exponentengleiehung von f,(s,2)=0 und der Wurzeln der 


Gleichung F(s, a) = 0, wenn e<ZIr ist, in vielen Fällen die Verzweigung 
von s bei e=a vor Entwickelung der Zweige erkennen lässt. 


6. 
Die Integrale der Differentialgleichung f,(s, x) = 0 sollen bei einem 
singulären oder nichtsingulären Punkte z = a im Endlichen entwickelt 


werden. Bei e=x ist e=f einzusetzen (vel. Nr. 2). Die sineulären 
te] 

2% 

«) 











20 Thome, Anwendung der Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Punkte von /,= 0 im Endlichen seien a,, a, bis a, (bei a2 ist v1). 
Die Differentialgleichung f, = 0 ist nun 
1 ds | des 0, 
( .) dx? rPpı dar! er P,$ 
2) 9,= vı®) a=1,..0, Pl) = (T-a)2—4,)...(2C—-4,), 
Ya) ; 
w,(xz) ein Polynom von z von einem Grade = a(r-1l). Die Differential- 
gleichung (1.) sei auf die Form 


3) VA EHE trends = 0 
gebracht. Nun werde in (3.) eine Entwickelung der Form 
(4) (e-a) Ee,(@-a)‘, 


worin c, nieht von Null verschieden zu sein braucht, eingesetzt. Dann er- 
giebt sich, wenn a einer der Punkte «a, bis a, ist, dadurch, dass der Coef- 
fiecient von (r—a)'** gleich Null gesetzt wird, und wenn a ein nichtsingu- 
lärer Punkt ist, dadurch, dass der Coefficient von (@—a)*""* gleich Null 
gesetzt wird, eine Reeursionsformel der Form 

5) Ag+AgGt + Ac, = 0. 


== 


. . . ° tz) |? 
In dieser ist, wenn a einer der Punkte a, bis a,, A, = 2% i B,, !=(v-1)e, 
Be c=du 


und wenn a ein nichtsingulärer Punkt, A, = (y(z)):_,B,, != vo und in bei- 

den Fällen B, gleich 

6, ((r+k)r+k—1)..(r+k—e+1) 

I-(p(@-a)).-.(r+ hr +k1)...(r+k—0+2)+-+(p,(2-a)),. 

Die Recursionsformel (5.) geht von k=0 an, die ce mit negativem Zeiger 

sind gleich Null zu setzen. In (5.) ist A, in dem ersten Falle gleich 

Cr +k—-i)(r+k—i—]1)...(r+k—i—o+]) 
+C,(r+k-)lr+kmi—1)...(r+k—i—0+2)+-+0,; 


. Iyıd plz) \e’ 
C,; am ;! dr: (+ Be ve) " RT Se 


in dem zweiten Falle gleich 


Fa 
=] 





C.(r+ k—i)(r- r- k—i—]).. (r+h —i—9+1) 
(8.) I+C,(r+k-Hfr+k—i—1)..(r+ki—0+2)+-+0,(r+k-)..(r+k—0+1), 
| I 1 da o—h 
C, == Gh)! si (p(z))‘ va MU, ...i, Yo+1 er =wmy=0), 





EEE 
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Für = 0 wird B, = 0 die Exponentengleichung von f,= 0 bei = a. 


n 
Es sei nun a einer der Punkte, in welchen F(s, a) = (0 mehrfache Wurzeln 
hat. Die Wurzeln der Exponentengleichung sind nach Nr. 2 von einander 
verschiedene positive rationale Zahlen. Eine Gruppe derselben, die sich nur 
um ganze Zahlen unterscheiden, sei &8 <&,<Z--<e. Es sei 


s=th, Beth, ... Hes_,th-- 


Nun besteht gemäss Nr. 2 (1.) ein Integral von f, = 0 von der Entwieckelung 


\ > ’ 2 hi n q Na \ 
C,(z-a)(1+2 a,(2— 0)‘ )+C,(2—a) (1 = Pe 2 
1 
Zi 
(9.) 


7 . g DD _ \ 
HC, (2 —a) (1 z4(0—a)‘), 


\ 





wo C,, ©,, ... C, willkürliche Constanten sind. 

Wird in (6.) r=e, gesetzt, so verschwindet B, für die Werthe von % 
eleich O0, Ak, k,+%k, bis ku+lb,+--+h,_,. In einer Entwickelung, welche zu 
einem der Exponenten &, bis &,, z.B. zu = &--h, gehört, 


“ J. « 
(10) (z-a)"3c,(2—-a), Mod.>0, 


T 
kann man nun gemäss (9.) die Coefficienten mit den Zeigern k, für welche A, 
in (D.), wenn r = &, gesetzt wird, verschwindet, nämlich c,, Cu yus ++: Onanzo4n,., 
annulliren. Alle übrigen Coefficienten in dieser Entwickelung werden dann 
durch die Recursionsformel (5.), die eine constante Anzahl von (Gliedern ent- 
hält, geliefert unter der Form c,@,, @G, von c, unabhängig. 

Ein Punkt a, der nicht zu den vorhin betrachteten Punkten, aber zu 
den singulären Punkten von f, = 0 gehört, ist ein ausserwesentlich singulärer 
Punkt. Dann hat die Exponentengleichung bei e=a Wurzeln, die, von 
einander verschiedene positive ganze Zahlen sind, welche nicht die Reihe 
0, 1,... e—1 bilden. Und ist « ein nichtsingulärer Punkt, so hat die Ex- 
ponentengleichung die Wurzeln 0, 1,... e—1. In beiden Fällen gehört 
zu einer Wurzel r ein Integral der Form («—a) Fe (r—a)', Mode, 0, 

m 
die vorigen Betrachtungen über die Entwickelungen finden daher auch hier 
statt. Die Coefficienten in den Entwiekelungen werden durch die Reeursions- 
formel (5.) geliefert. 

Die Berechnung des Werthes der Integrale und ihrer Ableitungen 
mit vorgeschriebener Annäherung innerhalb des Bezirkes eines Punktes «a 
erfolgt auf Grund des Umstandes, dass f, ein regulärer Differentialausdruck 
ist, nach den Angaben in der Abh. des Verf. Bd. 91 Nr. 3 11. 
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7. 


Es sollen nun die Zweige der algebraischen Function s aus F(s, x) = 0 
bei einem Punkte x = a im Endlichen vermittelst der Integrale von f, 


dargestellt werden. Der Fall e=» kommt auf diesen durch die Substitu- 
tion 2= 17 zurück (Nr. 2). Der Punkt a sei einer der Punkte, in denen 


(8, X) =) 


nl 


F(s,a)=0 mehrfache Wurzeln hat. In e=a möge ein «-blättriger Win- 
dungspunkt vorkommen. Dann haben die « in demselben zusammenhängen- 
den Zweige eine Entwickelung der Form Nr. 5 (2.). Da diese Entwicke- 
lung die Ditferentialgleichung f,(s, x) = 0 befriedigt, deren Integrale gemäss 
Nr. 6 (10.) entwickelt sind, so muss sie durch lineare Verbindung mit con- 
stanten Coeffieienten derjenigen dieser Integrale darstellbar sein, bei welchen 
die rationalen Exponenten auf den Nenner « gebracht werden können. Die 
Exponenten sind alle unter einander verschieden, und die bezüglichen Inte- 
grale sind daher von der Form 


w; 
4 


T; s 
(1) (ae-a)" yla—a), (ea) pla-a), ... (2a) 92a), 


y 2 . .. 
wo die p Entwickelungen der Form 1+Fc,(@—a)' haben, die 7 positive 
0 


ganze Zahlen sind, so dass 0 7, <1n,<Z.-<Zr,. Dann ist also die Ent- 
wickelung der «-werthigen Funetion, welche die in dem «-blättrigen Win- 
dungspunkte zusammenhängenden Zweige enthält, gleich dem Ausdrucke 


1. pr 
’ 


(2) yılc-a)“ ple-a)+Y.(2-a)" plz —a)+-+Y,(2—a)" p(z—a), 
worin die y Constanten sind. Die Entwiekelung eines bei x = a einwerthigen 
/Zweiges ist einem Ausdrucke derselben Form für «=1 gleich, der ver- 
mittelst der Integrale von f,=0, die zu den ganzzahligen Exponenten ge- 
hören, gebildet ist. 

Die Constanten y in dem Ausdrucke (2.) ergeben sich successive, so- 
bald die Entwickelung Nr. 5 (2.) der in einem «-fachen Windungspunkte zu- 


sammenhängenden u Zweige, bezüglich die Entwickelung des einwerthigen 
T 
7 
Zweiges bis zu dem Gliede (e—a) “ ermittelt ist (siehe Nr. 8), indem auf 
T; I In 


beiden Seiten die Coefficienten der Potenzen (e—a)*, (e—-a)* bis (2—a) “ 
einander gleich gesetzt werden. Und da die Entwickelungen der Grössen 
vermittelst der Recursionsformel Nr. 6 (5.), die eine constante Anzahl der 
Glieder linear enthält, vollständig dargestellt sind gemäss Nr. 6 (10.), so ist 
damit auch der Ausdruck (2.) vollständig gegeben, 


en: 


PR BGE a TS SL nd kanns aan un Deren un Sri Ze lag 
en 
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Bei einem anderen Punkte a sind alle Zweige von s einwerthig und 
werden durch Ausdrücke der Form (2.) «= 1 dargestellt, worin o Integrale 


von f,—=0 eingehen, die zu den ge positiven, ganzzahligen Exponenten 
gehören. 
mittelst der Recursionsformel Nr. 6 (5.). Die Constanten 7 ergeben sich 
durch die Entwickelung jedes Zweiges aus der Gleichung Nr. 1 (5.). 


Die Entwiekelungen der Integrale erfolgen nach Nr. 6 (10.) ver- 


8. 


Die Coeffiecienten in den Entwickelungen der Zweige von s bei einem 


n 


Punkte, in dem F(s, x) = 0 mehrfache Wurzeln hat, werden nach der vori- 
sen Nummer bis zu dem dort angegebenen Gliede zur Bestimmung der 
Constanten 7 Nr. 7 (2.) gebraucht. Diese Coeffieienten lassen sich nach 
den von Puiseux (lecherches sur les fonetions algebriques in Liouvilles 


Journal T. XV), Herrn Hamburger (Ueber die Entwickelung algebraischer 
Funetionen in Reihen in Schlömilchs Zeitschrift Jahrgang XV]) und Herrn 


Königsberger (Vorlesungen über die 'T'heorie der elliptischen Funetionen) 
gegebenen Methoden bestimmen. Nach diesen Methoden erhält man bei 


einem solchen Punkte die Trennung der in den Windungspunkten zusammen- 


hängen« 


I 


en, sowie der einwerthigen Zweige und findet während dieses T'ren- 


nungsprocesses die Coefficienten in den Entwickelungen bis zur erfolgten 


Trennung suecessive durch Auflösung algebraischer Gleichungen, die fol- 


genden Coeffieienten vermittelst einer hecursionsformel, in welcher die An- 


zahl der Glieder mit dem Stellenzeiger wächst, und unter Anwendung des 


gesammten einschlägigen Verfahrens. Man vergleiche hierbei die Abhand- 


lung des Herrn Kronecker Bd. 91 dieses Journals: Ueber die Diseriminante 
algebraischer Functionen einer Variabeln. 


Nun kann man aber auf Grund der Differentialgleichung f,(s. x) = 


zur Trennung der Entwickelungen von s und Bestimmung der Coefficienten ein 


directes Verfahren anwenden, welches zugleich sehr übersichtlich ist. 
Bevor der allgemeine Fall behandelt wird, sollen folgende Fälle 
untersucht werden, in denen die Trennung bereits vollzogen ist und die 


Coeffieientenbestimmung besonders einfach wird. 
E 


sich feststellen lassen, welche Verzweigungen bei z=.«a vorkommen, etwa 


z-mal ein 4-blättriger, #,-mal ein «-blättriger, #,-mal ein »-blättriger Win- 


s möge nach den Angaben von No. 5 vor Entwickelung der Zweige 
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dungspunkt, > u>r, die etwa noch übrigen Zweige seien einwerthig 


oder alle Zweige einwerthig. In der Gleichung F(s, a) =0 sollen z, A- 
fache Wurzeln @, (r=1,...%), 4% w-fache Wurzeln £, (r=1,... 2%), %; 
v-fache Wurzeln y, (r=1, ... %,) vorkommen, ausserdem entweder nur ein- 
fache Wurzeln oder solehe mehrfache, deren Vielfachheit kleiner als » ist. 
Die Vertheilung der Wurzeln auf Windungs- und gewöhnliche Punkte steht Ä 
also eindeutig fest. (Vgl. Nr.5 (12), Auch kann diese Bedingung in 3 


Betreff der Wurzeln von F(s,a)=0 dahin abgeändert werden, dass auf 
mehrere gleichblättrige Windungspunkte ein und dieselbe Wurzel kommt, 
wenn diese nicht bei andersblättrigen Windungspunkten oder gewöhnlichen 
Punkten vorkommen kann, z. B. wenn in dem obigen Falle 4 > 2u ist, und 
eine 2u-fache Wurzel an Stelle von zwei u-fachen Wurzeln vorkommt. 

Einem «u-blättrigen Windungspunkte komme die Wurzel 5 von 
F(s,a)=0 zu, die zunächst bei keinem anderen Windungs- oder gewöhn- 
lichen Punkte in e=a sich finden soll. Die Entwieckelung der Funetion 
s bei diesem Windungspunkte ist alsdann 


1 


1). s=ß+3ch, = (z-a)". 
l 


Wird nun in Gleichung F(s,2)= 0, s-P =u, r—a=: gesetzt, so ergiebt 
sich eine Gleichung 

2) W"+Au'+-+4A,_„u"+2Bui = 0, 
die A und B Constanten, Mod. A, „20: FBu’f’ enthält die Glieder, in 
denen £ vorkommt, die Gleichung ist in Bezug auf « vom nten Grade in 
dem Gliede #. Nun wird in (2.) direet S=C“ gesetzt. Die Gleichung 
(2) wird alsdann erfüllt, wenn für # die « Reihen 


ni 
(3.) B> (ww w=1..u), w=e* 
vesetzt werden, die gleichzeitig zu betrachten sind. Wird u=Cev gesetzt, 
alsdann durch [£“ dividirt, so geht aus (2.) eine Gleichung hervor 
(4) A,_,0e"+C0+32Beü = 0, 
Ü eine Constante; ZB’e”T” enthält die Glieder, in denen sich 7 findet, die 
Gleichung ist in Bezug auf vo vom »ten Grade in dem Gliede 0”7””“. Dieser 


Gleichung müssen also die « Reihen 


I 
— y' ıpa— (r=0,...u—1) 
Ü = (,W - WI b) 
1 
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genügen. Die Gleichung 
(3.) A, VW ı C “nn V 
hat zu Wurzeln ce, cw, cw, ... co“ "', Es sei e, von Null verschieden, 
also jede Wurzel in (5.) einfach. Gleichung (4.) werde dureh 
6.) Peo)+Q,{d) = 0 
bezeichnet, wo P(e) gleich dem Ausdrucke in (5.). Wenn eine der Ent- 
. . ie 1 . . 7 < a . ‚ns . 
wickelungen 3 c,0"Z'"' die Bezeichnung 3 9,©° erhält und in (6.) einge- 
1 2 0 
setzt wird, so ergiebt sieh für die Coefficienten g, eine Reeursionsformel, 
dP \ a e . 
nach welcher gl = ) eindeutig durch g,_,, 9_, bis g, ausgedrückt wird. 
J rn 
Ist e,=0, so hat P(e)=0 eine mehrfache, w-fache, Wurzel. Dann wird 
vc—c,=Cw in (6.) gesetzt, und durch die in allen Gliedern enthaltene Po- 
tenz von & dividirt. Hierdurch gehe eine Gleichung 
(7)  P(w)+0Q0'(w,d) = 0 
hervor, wo 0’ die Glieder umfasst, die C enthalten, die Gleichung in Bezug 
auf » vom nten Grade ist in einem Gliede »”T’, oe > 0, P'(w) daher nicht 
identisch verschwinden kann. Dieser Gleichung genügen die « Reihen 


(8.) 5 C, un ’ u u—!l), 


Es ergiebt sich nun aus den gemachten Voraussetzungen, dass die Wurzeln 
der Gleichung P'(w) = 0 die Grössen 0” (r = (0, ... u— 1) sein müssen. Die 
Gleichung (7.) wird nämlich durch die « Reihen (8.) erfüllt, ausserdem durch 
n—u Entwickelungen, die aus den „—u übrigen Zweigen von s durch dieselben 
Substitutionen hervorgehen, und daher nach den gemachten Voraussetzungen 
negative Exponenten von & enthalten, nämlich mit ©” und nicht verschwin- 
dendem Üoefficienten beginnen. Der Coeffieient von w” in (7.) war [°, und 
das Polynom in (7.) ist gleich 
(9) &rw-w)w—w;)...(w—w,), 
worin für w,, w, bis w, die Entwickelungen der » Zweige einzusetzen 
sind. Da unter denselben a—u Zweige vorkommen, deren Entwickelung 
mit einer Potenz mit negativem Exponenten, nämlich ”°, anfängt, so muss 
o gleich der Summe dieser negativen Anfangsexponenten, nämlich gleich 
2(n— u) sein, damit, wenn für © in dem Polynom in (7.) und in (9.) ein 
beliebiger Werth, der nicht mit c,0” zusammenfällt und der nicht P’(w) = 0 
Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 1. 4 
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erfüllt, genommen wird, der endliche von Null verschiedene Werth, dem 
das Polynom in (7.) für {= 0 gleich ist, dem Werthe, in den (9.) für & = 0 
übergeht, gleich sein kann. Es nimmt also der Ausdruck (9.) die Form an 

(10) (w-w)(w—w.)..(w—-w)Cw-Lw,.)..Cw-Lw,), 
worin Z’w,;. bis Sw, für {= 0 in von Null verschiedene CUonstanten über- 
sehen, woraus sich ergiebt, dass für {= 0 (10.) in das Polynom 

(11)  Al|w—-c,)(w—6,Ww”)(w — 6,w*)...(w— c,w#") 

übergeht, wo A eine Constante ist. Dieses Polynom ist also P’(w), und 
die Gleichung P’(w) =0 hat die Wurzeln 50” (r=0,... u—l). 

Die Wurzeln von P’(w)=0 sind nun entweder alle einfach, oder 
zerfallen in Gruppen mehrfacher, etwa «-facher («<= u). In dem ersten 
Falle tritt wieder das bei (6.) angegebene Verfahren ein. In letzterem Falle 


seien die « gleichen Wurzeln einer Gruppe durch ce, bezeichnet und die 
bezüglichen Reihen durch 


% > 2 
(12.) G+3c,w"l?, 
3 


wo für r die den « gleichen Wurzeln c, entsprechenden Zahlen aus c,w” ein- 
zusetzen sind. Dann wird in (7.) w—-e,={z gesetzt und durch die in allen 
(liedern enthaltene Potenz von & dividirt. Hierdurch gehe eine Gleichung 
(13) PF@a)+0"@,d)=0 
hervor, wo 0” alle Glieder enthält, in denen Z vorkommt, die Gleichung 
in Bezug auf z vom »ten Grade ist in einem Gliede 3"&’, 0, und da- 
her P”(z) nicht identisch verschwinden kann. Die Wurzeln der Gleichung 
P'(z)=0 sind nun die « Grössen c;w” aus (12.), wie sich durch dieselbe 
Betrachtungsweise ergiebt, wie die war, welche zur Ermittelung der Wurzein 
der Gleichung P’(w) = 0 angestellt worden ist. Es ist alsdann wieder das 
nämliche Verfahren wie früher anzuwenden und in gleicher Weise ist 
fortzufahren. Man erhält also successive die Coefficienten in den « Reihen 
zcw"f (r=0,... «—l1), und hat die Ermittelung der Coeffieienten fort- 


zusetzen bis zu dem Gliede, welches in dem Ausdrucke der u Zweige 
Nr. 7 (2.) den Exponenten 7, hat. Die Ermittelung einer der « Entwicke- 
lungen genügt in diesem Falle zur Bestimmung der Constanten in dem 
Ausdrucke Nr. 7 (2.). Es ist zugleich aus der Darstellung Nr.7 (2.) der 


. / N T rv on; . . = 
« Entwickelungen + 30,0” (r=0, ... u«—1) ersichtlich, dass, wenn 
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diese von einander verschiedenen Entwickelungen bis zum Gliede r, fort- 
gesetzt sind, dieselben sich als von einander verschieden herausstellen müssen. 
Es seien nun mehrere, etwa 4, einwerthige Entwickelungen, auf die 


n 


ein und dieselbe Wurzel 5’ von F(s,a)=(0 kommt, die sich bei Windungs- 
punkten nicht findet, zu behandeln. Es wird s-P=u, r-a=T gesetzt, 
und man hat für » die 4 Reihen 


7. ee 
4) 2% TR! 


4 1 
gleichzeitig zu betrachten. Das Verfahren ist dann dasselbe wie vorhin. 
Wird «= Se in die Gleichung eingesetzt, wodurch 
(15.) S(e)+Te,O)=0 


hervorgehe, wo T(e,{) die Glieder, die enthalten, umfasst, so muss 
wieder S(e)=0 die Wurzeln ec!” (o=0,... 4—1) haben, was gemäss den 
gemachten Voraussetzungen auf dieselbe Weise, wie bei (7.) bewiesen wird, 
und das dort innegehaltene Verfahren ist auch hier weiter anzuwenden. 
Die Entwickelungen sind zu ermitteln bis zu dem Gliede mit dem Expo- 
nenten 7, für «= 1 aus dem Ausdrucke Nr. 7 (2.). 


Auf eine Combination der beiden vorhergehenden Fälle kommt die 
Behandlung des Falles hinaus, wenn bei 2 «-blättrigen Windungspunkten ein 


n 


und dieselbe Wurzel 5 aus F(s, a) = () vorkommt, die sich bei anderen Win- 
dungspunkten oder gewöhnlichen Punkten nicht findet. Dann ist s- = u. 
z—a={* zu setzen, und man erhält für « die z « Reihen 


en 


I. 
(16.) Bc9wt, ((=U ... .—1, 0 0... Al) oa = e" 
1 ‚ 


gleichzeitig zu behandeln, und hat zu dem Zwecke das frühere Verfahren 
anzuwenden. Die Entwickelungen sind bis zu dem Gliede mit dem Expo- 
nenten 7, aus dem Ausdrucke No. 7 (2.) fortzusetzen. Alsdann stellen sich, 
wie aus den 2 Ausdrücken No. 7 (2.), die den z Windungspunkten ent- 
sprechen, ersichtlich ist, die z« Entwickelungen als unter einander ver- 
schieden heraus, und als solche, welehe zu je « einem der u-blättrigen 
Windungspunkte angehören. 

Nun soll der allgemeine Fall der: Trennung der Entwickelungen von s 
und der Coefficientenbestimmung behandelt werden. Zu dem Zwecke wird die 
Darstellung eines Zweiges von s vermittelst der Integrale von f,(s, 2) = V 
bei x =a betrachtet, welche die allgemeine Form hat, dass alle o Integrale 
4* 
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(Nr. 6) linear mit constanten Üoeffieienten eingehen. Das kleinste gemein- 

schaftliche Vielfache der Nenner der Exponenten, zu denen die e Integrale 

gehören, sei N, und es seien alle Exponenten durch Brüche mit dem 

Nenner N ausgedrückt. Alsdann wird in den Integralen c—-a={C” gesetzt. 
Die in einem «-blättrigen Windungspunkte zusammenhängenden 

« Zweige gehen aus dem Ausdrucke No. 7 (2.) hervor, wenn an Stelle von 
1 


1 ?ni 
(z—a)“ eintritt W(z—-a)", w=e*" (r=(,... u—l). Wird dann &-a=C” 
gesetzt, so erhalten die u Zweige Entwickelungen, welche durch die von & 
abhängenden Integrale von f,=0 (Nr. 6) linear mit eonstanten Coefficienten 
ausgedrückt sind und daher nach Potenzen von { mit positiven ganzzahli- 
gen Exponenten fortschreiten. Demnach nehmen die Entwickelungen aller 
n Zweige von s diese Form an. Ist die grösste Wurzel der Expo- 


nentengleichung von f,(s,r) =0 beir=a gleich so werden die » Ent- 


K 
N ’ 
wiekelungen der Zweige von s, wenn sie bis [* fortgesetzt sind, unter ein- 
ander verschieden. Um diese Entwickelungen aufzufinden, wird in Glei- 


chung F(s,2)=0 z-a={[” gesetzt, die » Entwickelungen nach £ sind die 
r» Wurzeln dieser Gleichung, und gehen für {= 0 bezüglich in die » Wur- 
zeln von F(s,a)=0 über (vgl. Nr.5 (12.)). Es tritt nun, um die Coef- 
ficienten in diesen Entwickelungen zu bestimmen, wieder das oben be- 
schriebene Verfahren nebst bezüglichen Beweisen ein, bei einer einfachen 


Wurzel von F(s,a)=0 das bei (6.), bei einer mehrfachen Wurzel das bei 
(14.) angegebene Verfahren. Die Entwickelungen sind bis zu dem Gliede 


C* zu ermitteln. Nachdem dieses geschehen ist, wird jede dieser Entwicke- 


lungen durch die g Integrale von f,(s,2)=0 (Nr. 6), welehe von Z ab- 
hängen, linear mit constanten Coefficienten dargestellt (vgl. Nr. 7). Alsdann 
ist zuzusehen, welche von diesen constanten Coefficienten verschwinden. 


Dieses ist immer durehführbar, wenn die Constanten in Gleichung F(s, x) = 0 

algebraische Zahlen sind. In den erhaltenen » Ausdrücken wird © durch 
1 

(2—a)” 


ersetzt, wobei man von einem der » Werthe dieser Grösse ausgeht. 
Die n Ausdrücke setzen sich jelzt aus Integralen von f,(s, 2) =0, die von 


x —a abhängen, linear mit nichtverschwindenden Üoefficienten zusammen und 
n 


stellen die n Zweige von s aus 'F(s, x) ==0 dar. Nimmt man dann in einem 
dieser Ausdrücke so viele Umgänge um r=a vor, bis man auf denselben 
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Ausdruck zurückkommt, so sind alle auf diese Weise erhaltenen Zweige, 
da die Integrale linearunabhängig sind, von einander verschieden. Sie müssen 
daher ebensovielen der » Ausdrücke, welche die Zweige durch die Integrale 
von f,(s, ©) = 0 darstellen, gleich sein, und sind die in einem Windungspunkte 
zusammenhängenden Zweige, bezüglich hat man einen einwerthigen Zweig. 
Nun nimmt man mit einem der übrig gebliebenen Ausdrücke dasselbe Ver- 
fahren vor und hat in gleicher Weise fortzufahren. Dadurch erhält man 
also schliesslich direet die Darstellung der mehrwerthigen Funetionen, welche 
die in Windungspunkten zusammenhängenden Zweige enthalten, sowie der 
einwerthigen Zweige durch die Integrale von f,(s, 2) =. 


YJ. 


Es seien die Entwickelungen der Zweige von s und F(s, 2) = U nach 


Nr. 6, 7 und 8 durch die Integrale von f,(s, 2) = 0 dargestellt bei jedem 
Punkte x, in welchem F(s, x) = 0 mehrfache Wurzeln hat, und bei 2= x. 
Diese Punkte sollen als Punkte « bezeiehnet werden. Die Entwiekelungen 
der Integrale von f,(s, 2) = 0 bei einem Punkte «@ gelten nieht nur in dem 
Bezirke dieses Punktes in /, = 0, sondern auch jedenfalls innerhalb des Kreises 
um diesen Punkt als Mittelpunkt, der durch den nächsten Windungspunkt 


in F(s,2)=0 geht, da andere singuläre Punkte von f,= 0 in diesem Ge- 
biete nur ausserwesentliche sind. 

Um nun das Resultat der Fortsetzung der Funetion s von einem 
Punkte x auf beliebigem Wege zu einem anderen Punkte zu erhalten. 
dienen folgende Bemerkungen. 


In dem Bezirke jedes Punktes « in der Differentialgleichung f,(s, x) = 0 


sei ein nichtsingulärer Punkt 5 der Differentialgleichung angenommen. Die 
» Wurzeln der Gleichung  F(s. z)—=(0 in diesem Punkte 3 sind von ein- 
ander verschieden, dieselben seien aufgestellt. Jeder der » Zweige s, deren 
Entwiekelungen bei dem Punkte « dargestellt sind, wird in / einer der an- 
gegebenen Wurzeln gleich. Nun kann man nach Nr. 6 und 7 den Werth 
des Zweiges s in dem Punkte 5 mit vorgeschriebener Annäherung berechnen 
und dadurch entscheiden, welche der n aufgestellten, von einander verschiedenen 


n 


Wurzeln von F(s, x) = dieser Werth ist. 
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Nun werde durch die Punkte & eine sich selbst nicht schneidende, 
in sich zurücklaufende Linie, welche alle » Blätter durchsetzt, gezogen. 
Man hat dann die beiden durch diese Linie getrennten Gebiete, in jedem 
dieser Gebiete bleibt s in dem einzelnen Blatte einwerthig. Eines dieser 
beiden Gebiete sei fixirt und in demselben werden die erhaltenen Ent- 
wickelungen der Zweige von s bei den Punkten «& angenommen. Das Re- 
sultat des Umganges um einen Punkt « ist hier von vorn herein gegeben. 
In der Entwickelung der « in einem «-blättrigen Windungspunkte zusammen- 


1 1 2rri 
hängenden Zweige geht (z—-a)“ in w*(z—a)“ über, »=e“ (das obere 
Vorzeichen entspricht dem Umgange in positiver, das untere dem in nega- 
tiver Richtung), und der Zweig, dessen Entwickelung nach Potenzen von 


1 1 

(2—a)“ fortschreitet, in den, der &*(z—a)“ enthält. Um nun das Resultat 
der Fortsetzung eines Zweiges von s von einem Punkte « zu einem anderen 
Punkte «© des fixirten Gebietes zu erkennen, wird in diesem Gebiete zu 
jedem Punkt « ein Punkt ? der oben bezeichneten Art angenommen und 
der Werth jedes der » Zweige in ? ermittelt. Die Werthe der Differential- 
quotienten eines Zweiges von s in ö liefern die Gleichungen Nr. 1 (5.) ete. 
Man kann also, wenn ein System linearunabhängiger Integrale von f,(s, x) = 
bei dem nichtsingulären Punkte / aufgestellt ist, s, bis s,, so dass 


ds, di="5, d"s, de? ='s, a 7 


8.4 . neo». ? s u. 8 — ( — — ! 
’ı de de???’ da® ’ dar! re dar! ‚> (a-1) 


zB == 
ist, unmittelbar den Zweig von s, der zu einer der » Wurzeln von F6s, 2) = 0 
in ? gehört, durch diese Integrale ausdrücken. Nun kann man das Resultat 
der Fortsetzung eines bei einem nichtsingulären Punkte von f,(s, 2) = (0 ent- 
wickelten Integrales zu einem anderen nichtsingulären Punkte in dem fixirten 
(rebiete mit vorgeschriebener Annäherung berechnen (Abh. des Verf. Bd. 91 
Nr.3 Ol. Nr. 4), und dadurch in Bezug auf jeden Zweig bei einem Punkte ß, 


N 


entscheiden, in welchen der Zweige, die zu den Wurzeln von F(s, x) = (0 in 
einem Punkte 3, gehören, derselbe übergeht. 

Wenn man nun einen Zweig bei irgend einem Punkte x, der nicht 
zu den Punkten « gehört, nach Nr. 7 durch die Integrale von f,(s, 2) = 0 
dargestellt hat, so kann man, möge x nichtsingulärer oder ausserwesentlich 
singulärer Punkt von f,=® sein, in derselben Weise wie vorhin, das 
Itesultat der Fortsetzung zu einem der Punkte 5 mit vorgeschriebener An- 
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näherung berechnen, demnach ersehen, welche der » Wurzeln von F(s, x) = 0 
in 5 bei dieser Fortsetzung erhalten wird und ebenso umgekehrt, wenn 
man von einem Zweige bei ? zu jenem Punkte x übergeht. Dann redueirt 
sich im Uebrigen die von einem Punkte auf einem beliebigen Wege zu 
bewerkstelligende Fortsetzung der Function zu einem anderen Punkte auf 
Zusammensetzungen von Umgängen um die Punkte « und Uebergängen 
von einem Punkte « zu einem anderen in dem fixirten Gebiete. Das Resultat 
einer beliebigen Fortsetzung wird daher auf die angegebene Weise erhalten. 


Greifswald, den 24. April 1888. 











Zur Anwendung der Geometrie auf die Zahlentheorie. 


(Von Herrn E. Busche in Bergedorf bei Hamburg.) 


1. 


Di. Verallgemeinerung einer Formel des Herrn Hermite über eine 
T'heileranzahl, welche ich im 100. Bande dieses Journals, S. 461 unter (3”.) 
mitgetheilt habe, lässt sich auf einem geometrischen Wege unmittelbar er- 
kennen, der auch aus anderen Gründen vielleicht nicht ohne Interesse ist, 
und der gestattet, die Formel auf solche ecomplexen Zahlen auszudehnen, die 
einer einfachen geometrischen Versinnlichung zugänglich sind, z. B. auf die 
Zahlen a-+bi. 

In der zy-Ebene eines rechtwinkligen Coordinatensystems besitzt näm- 
lich das System der Punkte e=m, y=m.n (m,n=0,+1,.+2,...) Eigen- 
schaften, die eine auf die Theiler der natürlichen Zahlenreihe bezügliche Deu- 
tung zulassen. Diese Punkte, die kurz als Thheilerpunkte bezeichnet werden 
mögen, liegen alle auf einem Strahlenbüschel, dessen Strahlen durch den 
Nullpunkt und je einen Punkt der Punktreihe e=1, y=0, +1, +2, ... 
hindurehgehen. Ein Strahl, der mit einem solchen Strahl parallel ist, soll 
im Anschluss an die Gaussschen „ganzen Punkte“ ein „ganzer Strahl“ ge- 
nannt werden. Legt man nun durch den Punkt O|/ der y-Axe einen ganzen 
Strahl, z. B. parallel der x-Axe, so liegen auf demselben nur dann Theiler- 
punkte, wenn / eine ganze Zahl ist, und in diesem Falle so viele, wie / 
positive und negative T'heiler besitzt. Die Abseissen dieser Punkte sind 
gleich den einzelnen Theilern. Aus dieser Fundamentaleigenschaft des 
T'heilerpunktsystems lassen sich unmittelbar zahlreiche Folgerungen ziehen, 
von denen einige angedeutet werden mögen. 

Bezeichnet man mit y= P(r) eine mit wachsendem x beständig ab- 
nehmende, eindeutige, stetige Function, die für r = (0 positiv ist, und mit 
y(y) die inverse Function, so ergiebt die Abzählung der Theilerpunkte 
einmal in der Richtung der y-Axe, dann in der Richtung der r-Axe, die 
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Gleichung 
$(r) . Tmı_: . . 
(1.) | z | = Anzahl der positiven Theiler von y, die yp(y) sind, 


(r=1,2,3,...„ Ple) 0; y=1,23,...) 
welche mit der oben erwähnten Formel wesentlich übereinstimmt. Diese 
Formel selbst findet man bei der Annahme, dass ?(x) eine beständig 
wachsende Funetion ist. 


. “ie. re r . ; ) » . 
Das Reeciprocitätsgesetz für das Zeichen (/ ) kann man auf diese 


Weise leicht aus der a. a.O. gegebenen Umformung des Gaussschen Lemmas 


ableiten, wenn man die in Frage kommenden Theilerpunkte einerseits auf 
den Ordinaten, andererseits auf den durch den Nullpunkt gehenden ganzen 
Strahlen abzählt. Da der Beweis mit dem Eisensteinschen zeometrischen 
Beweise grosse Aehnlichkeit besitzt, gehe ich nicht darauf ein. 

Legt man durch irgend einen ganzen Punkt ab einen Büschel von 
ganzen Strahlen, so liegen auf demselben alle Theilerpunkte, die den 
Theilern der Form ar-+b entsprechen. Auf einem aus ganzen Strahlen 
bestehenden Büschel zweiter Ordnung, der die Parabel mit dem Seheitel 
bic, dem Parameter 2a und einer mit der y-Axe parallelen Axe umhüllt, 
liegen alle Theiler der Form ar’—br-+e: u. s. w. Viele zahlentheoretische 
Theoreme lassen sich auf diese Weise geometrisch aussprechen, wenn man 
nur neben den ganzen Punkten auch von ganzen Strahlen oder allgemeiner 
von rationalen Strahlen reden will; die letzteren kann man als solche Strahlen 
definiren, deren durch irgend einen ganzen Punkt gezogene Parallele durch 
einen zweiten und deshalb durch unendlich viele ganze Punkte hindurehgeht. 
Ohne hierbei zu verweilen, will ich nur erwähnen, wie diese Betrachtungen 
zu einer auf der geradlinigen Fortpflanzung der Liehtstrahlen beruhenden 
Lösung der Aufgabe führen, die Divisoren einer gerebenen Zahl zu be- 
stimmen, einer Lösung, die allerdings nur für kleine Zahlen optisch realisir- 
bar ist. Denkt man sich nämlich, dass ein im Nullpunkt befindliches Auge 
Bar Euch Gb Funke zei, y=1, 2, 3,... und z=1,2,3,..,y=-l 
Lichtstrahlen von einer Lichtquelle empfangen könnte, welche die dem Auge 
abgewandte Seite der Ebene y=! beleuchtet, so wird das Auge nur dann 
erleuchtete Punkte sehen, wenn / eine ganze Zahl ist, und zwar so viele, 
wie 7 positive Theiler besitzt. Ist /=m.n, so wird durch die Punktpaare 
m|l, 1jn und n|l, 1m je ein Lichtstrahl das beobachtende Auge treffen. 
Auf die Zahlen a+bi lässt sich die Formel (1.) auf doppelte Weise 
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ausdehnen. Zuerst mögen die yz-Ebene und. alle mit ihr parallelen Ebenen 
als Ebenen betrachtet werden, durch deren Punkte die complexen Zahlen 
dargestellt werden; die reelle Axe liege jedesmal in der Ebene z=0. Ist 
x der absolute Betrag einer ganzen complexen Zahl &, so werden in der 
Ebene 2= x alle Punkte als T'heilerpunkte gekennzeichnet, welche Zahlen 
darstellen, die durch & theilbar sind. Die Zahl y+zi hat dann offenbar so 
viele Thheiler, wie auf der durch den Punkt O|y|z parallel mit der x-Axe 
gezogenen Geraden Thheilerpunkte liegen. Es können natürlich, auch wenn 
man von je vier assocürten Zahlen $ nur eine berücksichtigt, mehrere Theiler- 
punkte zusammenfallen, deren jeder einmal gezählt werden muss. Ist 
2 = g(y,3) eine für y>0, z— 0 eindeutige, stetige, mit wachsenden Argu- 
menten beständig abnehmende, für y=3= 0 positive Function, D(x) das 
von der Fläche = y(y,z) y>0,3 — 0) und der zz- und zy-Ebene be- 


Jun Yıse a) ? . . & x 1 . 
grenzte *) Stück der Ebene e=r, und bezeichnet man mit | $ 2] die An- 
= 


zahl der ganzen Zahlen, die innerhalb oder auf dem Rande des Bereiches 
b(x) . . . i 2. rn . 
.- liegen, so ergiebt sich durch doppelte Abzählung der Theilerpunkte, 


die innerhalb des von der Fläche = g(y,2) y>0,3>0) und den Co- 
ordinatenebenen begrenzten Raumes liegen, 


DR s| Pa) | 


— Anzahl der nicht assocürten Theiler von y--zi, deren 


absoluter Betrag — y(y,3) ist. 
Die Summation ist über alle nicht associirten Zahlen 5 zu erstrecken, für 
welche der mit wachsendem x beständig kleiner werdende Bereich 2(z) 
nicht verschwindet; von den assocürten Theilern von y+zi (y=1,2,3,..., 
s=0(,1,2,3,...) Ist je einer zu zählen. 


2. 


Um eine andere Verallgemeinerung der Formel (1.) abzuleiten, gehe 
ich wieder zu den Theilerpunkten der reellen Zahlen zurück. Dieselben 
lassen sich als Gitterpunkte betrachten, nämlich als die Schnittpunkte der 
durch den Nullpunkt gehenden ganzen Strahlen mit den durch die ganzen 


*) Die Gerade = x, 3= U gehört mit zu dem Bereich $(x), die Gerade x = r, 
y=0 dagegen nicht. 
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Punkte der x-Axe hindurchgehenden Strahlen des Parallelstrahlenbüschels, 
dessen Centrum in der Richtung der y-Axe in unendlieher Entfernung liegt. 
Als ein System von Gitterpunkten bezeichne ich die Gesammtheit der 
Schnittpunkte von je zwei solchen Strahlen zweier Strahlenbüschel, die durch 
eine Reihe von äquidistanten Punkten je einer bestimmten Punktreihe hin- 
durchgehen. Diese Strahlen sollen Gitterstrahlen genannt werden. 

Es ist für das Folgende zweckmässig, den auf einander folgenden 
Strahlen eines Strahlenbüschels je eine der auf einander folgenden reellen 
Zahlen zuzuordnen; ein Büschel von Gitterstrahlen repräsentirt dann alle 
ganzen positiven und negativen Zahlen, die Zahl » wird dargestellt durch 
den mit der erwähnten Punktreihe parallelen Strahl, der die Null bedeutende 
Nullstrahl kann beliebig gewählt werden. Ist $ eine Zahl des einen, n eine 
Zahl des anderen Büschels, und sind & und 7 durch eine Gleichung verbunden, 
so soll diese Gleichung als die Gleichung der Curve bezeichnet werden, auf 
der sich je zwei zusammengehörige Strahlen & und 7 schneiden. Ist z. B. 

k.5+k.n+$.n = I 
oder fürk=k—=0 

Auı! 

so ist nach bekannten Prineipien die Curve ein Kegelschnitt. und wenn in 
dem letzteren Falle /! eine ganze Zahl ist, so liegen auf diesem Kegelsehnitt 
2n (Gitterpunkte, wenn 2» die Anzahl aller positiven und negativen T'heiler 
von / ist, wobei auch 0 und x als Theiler mitgezählt werden müssen, da 
0.0 =! gesetzt werden kann. Die Uentren der Strahlenbüschel, dureh 
welche der Kegelschnitt hindurchgeht, sind im Allgemeinen keine Gitter- 
punkte. Hierdurch ergiebt sich, beiläufig bemerkt, eine einfache Lösung der 
Aufgabe, einen Kegelschnitt zu zeiehnen, der durch 2» Gitterpunkte eines 
gegebenen Gitters, von denen einer gegeben ist, hindurchgeht. Man nehme 
nämlich eine Zahl ! an, welche 2» Theiler (inel. O und ®) besitzt, und 
bestimme die Nullstrahlen der beiden Strahlenbüschel so, dass der gegebene 
Gitterpunkt P der Schnittpunkt zweier Strahlen & und n ist, für welche 
$.n=1. Der durch die fünf Punkte: P, 0x, »|0 und die beiden Mittel- 
punkte der Strahlenbüschel bestimmte Kegelschnitt ist dann ein solcher, 
welcher die gestellte Bedingung erfüllt. 

Wegen der besonderen Lage der beiden Strahlenbüschel, deren Gitter- 
punkte die Theilerpunkte sind, geht bei ihnen die Curve &.7 =! in eine 
Gerade über, die in gewöhnlichen Coordinaten die Gleichung y = / hat. 
Hn* 
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Auch von diesem allgemeineren Standpunkte aus ist es leicht, zu den 
complexen Zahlen überzugehen. Die complexen Zahlen können, statt durch 
die Punkte einer Ebene, durch irgend eine andere zweistufige geometrische 
Mannigfaltigkeit repräsentirt werden, z. B. durch die Geraden einer Ebene, 
die Strahlen eines Strahlenbündels, die Ebenen eines Ebenenbündels u. s. w. 
So kann es zweckmässig sein, die Zahl «+ bi darzustellen durch die Gerade 
der Ebene, die in gewöhnlichen Coordinaten eine der Gleichungen ar+by =1 
oder ae—by=1 oder bz--ay = 1 hat; diese Darstellungen sind der üblichen 
reeiprok. Bei der Darstellung durch die Strahlen eines Strahlenbündels 
scheint es am einfachsten, jedem Strahl diejenige complexe Zahl zuzuordnen, 
welche auch durch den Punkt einer bestimmten Ebene repräsentirt wird, durch 
den der Strahl hindurchgeht. Bei der Darstellung durch die Ebenen eines 
Ebenenbündels kann man, wie es im Folgenden geschehen soll, die Zahl 
a+bi durch die Ebene versinnlichen, welche die Gleichung ar —by = z oder 
die Gleichung bJe-+ay=z hat. Man kann natürlich mehrere solche Dar- 
stellungen neben einander benutzen. 

Ein Strahl des Parallelstrahlenbündels, dessen Centrum in der Rich- 
tung der z-Axe in unendlicher Entfernung liegt, repräsentire die Zahl 
S=xc+yi, wenn derselbe durch den Punkt ©+yi der zy-Ebene hindurch- 
geht, n=a-+bi sei eine Zahl, die durch die Ebene ar—by =z dargestellt 
wird. Durch eine Gleichung zwischen den eomplexen Veränderlichen 5, 7 
wird die Fläche definirt, auf welcher alle Schnittpunkte eines Strahles $ 
mit der zugehörigen Ebene n liegen. So ist z. B., um nur den einfachsten 
Fall zu erwähnen, <=n die Gleichung des hyperbolischen Paraboloids, 
das in gewöhnlichen Coordinaten die Gleichung z’—y’=z besitzt. Die 
Gleichung $5.n = c+di ist die Gleichung der Ebene z= ce, wie sich sofort 
ergiebt, wenn man aus 


ac—by = 3, 
__. ac+bd er ad—bec 
de a?’-+-b? ME Fr a?-+-b? 


a und 5b dadurch eliminirt, dass man die Werthe von z und y in die erste 
Gleichung einsetzt. Auf der Ebene 3=c liegen also alle Schnittpunkte 
einer Zahl & mit einer Zahl 7, deren Produet den reellen Bestandtheil ce 
hat. Sind a, b, x, y ganze Zahlen, so sollen diese Schnittpunkte, die mit 
Gitterpunkten des räumlichen rechtwinkligen Gitters (das Wort in dem ge- 
wöhnlichen Sinne genommen) zusammenfallen, Theilerpunkte erster Art 
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heissen. Mit jedem Gitterpunkt fallen entweder gar keine oder unendlich 
viele T'heilerpunkte zusammen; der erstere Fall tritt ein, wenn die Coordi- 
naten x, y des Gitterpunktes einen gemeinschaftlichen Thheiler haben, der 
nicht in der Coordinate z aufgeht. Ist 7" =a+bi eine durch die Ebene 
bz-+ay = z dargestellte complexe Zahl und behält $= x-+yi seine vorige 
jedeutung, so ist &.7 = c+di die Gleichung der Ebene 3 =d, auf welcher 
also die Schnittpunkte aller Zahlen 5 und 7 liegen, deren Produet den 
imaginären Bestandtheil di besitzt; diese Schnittpunkte heissen, wenn 5 und 
n ganze Zahlen sind, Theilerpunkte zweiter Art. Die Zahl z+2 hat mit- 
hin den Theiler e+yi, wenn im Sehnittpunkte der im Punkte z|y|O auf der 
zy-Ebene errichteten Senkrechten mit der Ebene 3=z ein T'heilerpunkt 
erster Art, im Schnittpunkt derselben Senkrechten mit der Ebene 3 = z 
ein T'heilerpunkt zweiter Art liegt. Ist also 3= (x, y) eine Fläche, welche, 
abgesehen davon, dass jetzt die Argumente andere sind, dieselben Bedin- 
gungen erfüllt, wie die früher so bezeichnete, hat ferner auch #(z) die 
analoge Bedeutung wie früher Zr), und bezeichnet man die Anzahl der 
positiven und negativen Zahlen a, 5, die nicht beide = 0 sind und die Be- 
dingungen 
0 = ar—by — y(z,yY). 


"—ay+be = ole,y 
“ .. | 48; . tn z m... 
erfüllen, mit | x 2], so ist, wie sich durch doppelte Abzählung der Theiler- 


punktpaare ergiebt, 


(3.) sr] — Anzahl der nicht assocürten Theiler von 3+zi, die 
Ha zugleich innerhalb oder auf dem Rande der beiden Be- 

reiche D(z) und P(z) liegen. 
(@=1,2,3,..,.9=0,1,2,3,...) (, ?=0,1,23,3,...; 2, 2’ nicht zugleich = 0)), 


ch diese Formel ist eine Verallgemeinerung der Formel (1.); für y=sb=z = 
Auch diese F l ist Verallgeme & der F 1 (1.); für y=1 0 
geht sie, abgesehen davon, dass ? und g vertauscht sind, in (1.) über. 
Bergedorf, Juni 1887. 











Ueber die Fundamentalinvolutionen auf rationalen 
Curven. 


(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.) 





I. diesem Aufsatze beschäftige ich mich mit den von Herrn Brill 
entdeckten Fundamentalinvolutionen auf rationalen Ourven AR, nter Ord- 
nung in einem Raume von p Dimensionen *). Eine solche Involution ist 
»ter Ordnung und (a—p—])ter Stufe, ihre Eigenschaften enthalten die- 
jenigen der Curve vollständig. 

Ist nın 2» = n—1, so giebt es ein zur Öurve eovariantes Gebilde 
von (a—p—1) Dimensionen und (2p—n+2)ter Ordnung, auf welches sich 
die Fundamentalinvolution naturgemäss derart überträgt, dass jeder Punkt 
des Grebildes nur einer Gruppe angehört. 

Für den Fall z—p=2 ergeben sich doppelt unendlich viele Ge- 
bilde (p—1)ter Dimension zweiter Ordnung, welche eine Schaarschaar bilden, 
und deren Theorie diejenige der Curve enthält. 

Ich werde mieh hier nur an die Fälle halten, welehe der An- 
schauung unmittelbar zugänglich sind; also im Raume von zwei Dimensionen 
die Curven dritter bis fünfter Ordnung, in dem Raume von drei Dimen- 
sionen diejenigen vierter bis siebenter Ordnung betrachten. Die Funda- 
mentalinvolution wird bekanntlich durch diejenigen Punktgruppen der Curve 
erhalten, welche allen Schnitten ebener Räume von (p—1) Dimensionen 
apolar sind; man kann sie aber mehr geometrisch durch die Oseulanten- 
theorie **) ableiten, und dieser Weg führt zu den interessantesten Eigen- 
schaften der Curve, er giebt das Gebilde (a—p—1)ter Dimension, auf welchem 


*) Brill, über binäre Formen und die Gleichung sechsten Grades. Math. Ann. 
Bd. 20, S. 335. 


**) Ueber die Bildung der Osculanten vergl. Study, Ueber die Raumcurve vierter 
Ordnung. Sitzungsberichte d. kgl. sächs. Ges. d. Wissensch. 1886; und Jolles, Theorie 
der Osculanten. Habilitationsschrift Aachen 1886. 
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sich die Involution abbildet, sofort an. Ich werde deshalb der letzteren 
Ableitung meist den Vorzug geben. 

Für »—p-1l=0 redueirt sich die Involution auf eine einzige Gruppe, 
aber unter Hinzunahme eines beliebigen Punktes ist eine Involution erster 
Stufe bestimmt, welche Veranlassung zur Construction interessanter, der R 
beigeordneter Uurven oder Flächen giebt. So erhält man für »=4 die 
desmischen Flächen, für = 3 die der Evolute eines Kegelschnittes col- 
linearen Curven. 


$1. 

Die ebene rationale Curve dritter Ordnung. 

Die ersten Oseulanten einer kubischen Raumeurve o, sind die von 

den Axen derselben eingehüllten Kegelschnitte in den Schmiegungsebenen 
von 9,, die zweiten Oseulanten sind die Axen selbst. Durch Uentralpro- 
jeetion auf eine Ebene geht aus o, eine ebene Curve AR,, aus den ersten 
OÖseulanten gehen die Kegelschnitte hervor, welche dem Wendedreiecke 
von R, einbeschrieben sind und die AR, berühren. Durch die 'Tangenten 
von R, sind diese Kegelschnitte projeetiv auf einander bezogen und be- 
stimmen dadurch eine Reihe von collinearen Punktfeldern, welche das 
Wendedreieck als sich selbst entsprechend haben und für welche der Ort 
der einem beliebigen Punkte entsprechenden Punkte eine Gerade ist. Neh- 
men wir jetzt in der Ebene von AR, einen beliebigen Punkt Z hinzu, so 
kann man dureh ihn an irgend eine erste Osculante zwei Tlangenten legen, 
von welchen jede noch eine andere erste Osculante berührt. Die letzteren 
beiden haben nun ebenfalls eine durch Z gehende gemeinsame Tangente. 
Auf diese Weise sind nieht nur die Strahlen des Büschels Z zu Tripeln einer 
kubischen Involution geordnet, sondern letztere überträgt sich auch auf die 
Öseulantenschaar und damit auf die Punkte von R,, wenn wir jedem Strahle 
des Büscheis Z diejenige Oseulante zuordnen, welche die mit diesem Strahle 
ein Tripel bildenden Strahlen berührt. Die drei von Z nach den Ecken 
des Wendedreiecks gelegten Geraden bilden stets ein Tripel der Involution. 
Da die ersten Osculanten perspectiv zu den Tangenten von A, liegen, 

so ist hierdurch die kubische Involution auch auf alle Oseulanten übertrag- 
bar. Die Tangententripel einer Oseulante R, bilden Dreiecke, welche einem 
zweiten Kegelschnitte T,, der nun eine kubische Punktinvolution trägt, ein- 
beschrieben sind. Alle Curven T, bilden einen Büschel, dessen Grundpunkte 
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Z und die Eeken des Wendedreiecks sind. Die Involutionen auf den T, 
werden durch den involutorischen Büschel Z ausgeschnitten. 

Jede R, ist polarreeiprok zu ihrer entsprechenden T;,. In den Ord- 
nungseurven dieser polaren Beziehungen erhalten wir einfach unendlich viele 
Kegelschnitte F, mit einem gemeinsamen Poldreieck, nämlich dem Wende- 
dreiecke. Diese F, sind nun derart auf die Tangenten von AR, bezogen, 
dass die Polaren des Punktes Z bezüglich der Curven F, die diesen ent- 
sprechenden Tangenten von AR, sind. Damit ist eine Transformation des 
Curvennetzes, welchem die F, angehören, auf das Geradenfeld der Ebene ge- 
geben. so dass jedem Punkte des letzteren vier in Bezug auf das Wendedrei- 
eck symmetrisch gelegene Punkte zugewiesen sind. Die Kegelschnitte F; 
umhüllen eine Curve R,;, welcher R, entspricht. Da die F, in den oben ge- 
nannten Collineationen einander zugeordnet sind, so liegen entsprechende 
Punkte derselben je auf einer Geraden, welche ebenfalls Tangente von R; 
ist und in der Transformation einer ersten Osculante von AR, entspricht. R; 
ist vierter Klasse und sechster Ordnung. Aus den Singularitäten von R, 
folgen diejenigen von R;. Letztere Curve hat deshalb sechs Spitzen, deren 
Tangenten paarweise in die Seiten des Wendedreiecks fallen, und vier 
Doppelpunkte. Sie ist der Evolute eines Kegelschnittes collinear verwandt. 

Zu jedem Punkte Z der Ebene gehört eine der AR, beigeordnete 
Curve R,. 


$ 2. 
Die rationale Raumcurve vierter Ordnung. 

Für die Raumeurve A, ist nur ein Quadrupel, nämlich dasjenige seiner 
vier stationären Ebenen von Wichtigkeit. Bei Hinzunahme eines beliebigen 
Punktes Z des Raumes *) ist auf AR, eine biquadratische Involution erster 
Stufe bestimmt, welcher stets das zuerst genannte Quadrupel angehört. Die 
ersten Oseulanten von AR, sind kubische Raumeurven A,, welche perspectiv 
zu den Tangenten von AR, liegen und dadurch einfach unendlich viele col- 
lineare Räume bestimmen, in welchen die vier stationären Ebenen von AR, 
sich selbst entsprechen. Die Involution. von AR, überträgt sich durch deren 
Tangenten auf die R,, | 

Die Tetraeder, deren Ebenen eine AR, in den Punkten eines Qua- 


*) Vergl. Study a.a. 0. 
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drupels oseuliren, sind einer zweiten durch Z gehenden kubischen Raum- 
ceurve T, einbeschrieben und Poltetraeder einer Fläche zweiter Ordnung F.. 
Das System der F,, welche in den Collineationen einander entsprechen, ist 
auch dadurch bestimmt, dass alle F, das Tetraeder der stationären Ebenen 
von R, zum Poltetraeder haben und dem Punkte Z die Schmiegungsebenen 
von R, als Polarebenen zugewiesen sind. Die Eingehüllte der F, ist eine 
desmische Fläche %# vierter Klasse, welche collinear verwandt ist der Uentra- 
tläche einer Fläche zweiten Grades *). So gehört also zu jedem Punkte Z 
des Raumes eine der A, beigeordnete Fläche 7. 

Ueber die analytische Behandlung der R, will ich hier nur folgende 
jemerkungen machen. 

Für ö©=1, 2, 3, 4 seien die homogenen Coordinaten von R, in fol- 
sender Weise durch einen Parameter A ausgedrückt: 


(1.) 0x, = a+t4bi+6c,A’+4d,i’-+e;i* 


oder homogen: 


0X, f; (A, 1). 


Die Parameterdarstellung für eine Osculante wird aus derjenigen der ge- 
gebenen Curve nun dadurch erhalten, dass man für beliebig anzunehmende 
constante Parameterwerthe 4,, u, die Polaren bezüglich der Funetionen 
f;%, «) bildet und sie proportional den Coordinaten x; der Oseulante setzt **). 
Man kann so erste, zweite, ... Osculanten, zweite, dritte, ... gemischte 
Oseulanten aufstellen, ebenso wie in der Polarentheorie die ersten, zwei- 
ten, ... und gemischten Polaren betrachtet werden. 

Die erste Oseulante AR für den Punkt A, von R, hat somit die 
Coordinaten: 


a RE of: ) 
08 = 2 
le 4 ou 1 OR ° 
oder: 
(2) 0x, = (a+b,,)+3(b,+0,4)A+3(c+d;i,)2-+(d-+e;4,)2. 


R‘') hat in dem Punkte 4, mit A, einen Punkt, die Tangente und die Schmie- 
gungsebene gemein und liegt perspectiv zu den T’angenten von AR,. In dem 
Punkte 4, von AR,, in welchem eine stationäre Ebene diese Curve oseulirt. 


*) Vergl. die Raumceurve vierter Ordnung zweiter Art ete. Dieses 
Bd. 101, 8. 73. 


**) Verel. Jolles a. a. 0. 
Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 1. 


Journal. 
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hat auch A) eine stationäre Ebene und ist deshalb eine ebene Curve. Es 


folgt deshalb als Gleichung für die Parameterwerthe der stationären Ebenen i 
von R;: 4 
a+bi b+e4 a+di d-tei | ‘ 

(3.) Ad,+ b, [2 +3 ah Bi IS . .| ig: | ; 

a,+b,% . . u ; . . d,+e,4 ® 


Um die Gleichung einer stationären Ebene von A, zu erhalten, bilden wir 
die zweite Osculante RC) für einen Punkt A,, dessen Parameter Wurzel 
von (3.) ist. Die Ebene von R'#) ist stationäre Ebene von AR, Die Co- 
ordinaten von R#) sind dargestellt durch: 


u Of eu, 
0X, 5 (> +2 Ey ig ht ar h), 


und es folgt daher die Gleichung der Ebene von RY ) in: 


„') 


= a+2b,4,+c4 b+2cAhtdi c,+2d,i,-te,d, 
Ts 
LT; . . . . . . . . . . . . . . . . | 
z, + 2b,ht+czh, 103 81) + M° c+2d,a,+eA 
Setzen wir für A, wieder A und schreiben diese Gleichung: 
ur tun tm ua, =, 

so folgen unter Berücksichtigung von (3.) die Beziehungen: 

(4) a+bIl=0, b+c.=0, c+dIi=0, d+ei=0*), 


Wir bemerken noch, dass die Coordinaten der Schmiegungsebenen aller 
ersten Oseulanten RY von R, der Gleiehung genügen: 


a b e| 
6) db ed =(, 
ede 


und dass die durch diese Gleichung dargestellte Fläche dritter Klasse die 
Steinersche Fläche ist, für welche AR, Haupttangentenceurve ist. Auf ihr 
liegen alle (nieht gemischten) zweiten Oseulanten von R,. 


‚ Wir setzen zur Abkürzung I;a;u, = a oder (au) etc. 


are ge eren 
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N 3a 
Die rationale Raumeurve fünfter Ordnung und ihre Abbildung auf die kubische Raumeurve Ä,. 
Für den Fall a—p=2 erhalten wir, wenn p=2 ist, die rationale 
ebene Curve vierter Ordnung, welche ich in einem früheren Aufsatze aus- 
führlich betrachtet habe *%). Ist p=3, so erhalten wir die rationale Raum- 
eurve fünfter Ordnung A,, mit welcher wir uns hier beschäftigen wollen. 
Die Coordinaten von A, seien durch einen Parameter A ausgedrückt in: 
(1) oz, = a,+55b,4+ 10044 10d,#+5De,i’+fii°. 
Für die erste Osculante R in A, ergiebt sich dann: 
or, = (a+bh,)+4(b+e,k,)A4-+(le4+fih,)A. 
Wird RV» in dem Punkte 4 =4, von einer stationären Ebene oseulirt. so 
folgt nach 8 2, (3.) für A, die Gleichung: 
a+b(htk)te, h, ha, b+c,(k,--A,)+d, ui, ... d, re, (A, h,)- fıhık, 
\a,+b,(hı+A,)+C, Ak, 0 er . OR d;A e(h: +4,) fakı ka 
Für A, =4, folgt hieraus die Gleichung für die Parameter der acht statio- 
1 o 
nären Ebenen von A,. 
Ist «2,4 -+w,2, = 0 die Gleichung einer stationären Ebene von 
RU, so folgt nach $ 2, (4.): 
a+(,+4,)b+i,he = 0, 
b+(1,+4,)c T kydod = 0, 
cC+Ha+k)d+uhe = 0, | 
\d+(A+)e+if = 0. 


(3.) 





Sind 4,, A,, 4, die drei anderen Wurzeln von (2 
folgende Gleichungen ab: 


.), so leiten wir aus (3.) 


3 3 
a+bE, rn, +cE ;hh;tdikh, = (0, 
ge 


3 3 
(4.) b + C <. hut d2, / h., j Ar eh, h, h; ao. 0, 





3 3 
c +d>, Aut es. h, At fh h, h; nu 0, 
l 1 





*) Ueber die rationale ebene Curve vierter Ordnung. Dieses Journal, Bd. 101, S. 300. 
h* 
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ferner: 
4 + + n 
a+bE,1,t+CFZushahstd Fuzrhuhsh, + ehkdzk, = 0, 
- 1 1 1 
(9.) i i - 
b-+ es. A,+ dZu;k, h:+ FE usch, Azhtfhhahh, = 0 





und endlich: 


(7 
2 


d ..- b 2. k,-+ C Ze h, ). y +d Bahr bh, h;k, - e BD 34. he. 25 +fh, h, Azhykhz = (), 
1 77 ns 9 Fi 


Diese Gleichung ist eine Identität, da die vier stationären Ebenen von A}” 
nicht durch denselben Punkt gehen. Die fünf Werthe A,, 4, ... 4, sind 
demnach Wurzeln einer Gleichung’ fünften Grades: 

(6) AM +BiÜ'+C#+DW+EiH+HF = 0, 
zwischen deren Üoefficienten vier homogene lineare Gleichungen bestehen, 
und zwar: 

(7)  a,A—b,B+cC0—-d,D+eE—f;F = 0. 
Die fünf der Gleichung (6.) genügenden Werthe von 4, bestimmen die Quin- 
tupel der auf AR, befindliehen fundamentalen Involution J, fünfter Ordnung 
erster Stufe, deren acht Doppelelemente den stationären Ebenen von A, ent- 
sprechen. 

Die ersten Oseulanten ARY und AR” haben eine gemeinsame statio- 
näre Ebene, welche durch (3.) bestimmt ist; von den drei ÖOsculanten 
RY, RY», RY” haben je zwei eine gemeinsame stationäre Ebene, welche 
die durch (4.) bestimmte Gerade enthält, ete. 

Die fünf Oseulanten RY>, ... RY» haben im Ganzen zehn stationäre 
Ebenen, welche die Seitenflächen eines vollständigen Fünfecks sind. Jedem 
Bekpunkte desselben ist derjenige Punkt 4, von AR, zugewiesen, dessen 
erste Osculante keine durch den Eekpunkt gehende stationäre Ebene be- 
sitzt. Wir wollen die Coordinaten X, jenes Eekpunktes durch den Parameter 
),, ausdrücken. Nach (5.) haben wir für X, zwei Darstellungen, nämlich: 


- 
2 


#) X. — a+b;E, h, +- Gig + e; PR ha bh; hs, 


< 


(8.) oX,; = b;+e, Eu, te + fihlghihs, 





wobei o+4,0 =. 
Die symmetrischen Funetionen der Grössen 4,, .., 4,, welche hier auftreten, 
drücken wir aus durch die Coeffieienten der Gleichung (2.) und finden, 
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k 
\ wenn statt A, wieder A gesetzt wird: 
° (9°.) TA, = 0,+3ß,14+3y, +00 
k wobei: 
i a, = —b,|bede]|-- e,|acde|—d;,|abde|+e,|abee\—-f.\abed|. 
; 39, = — b,|bedf|+ e, \[bede|--[acdf]|| —d, |[acde)-+-[abdf | 
4 Be e,\\abde\-+-[abef\! —f;\|abee|. 
4 ig 37: = a,|bdef\—b, ||beef|+[adef]! +e;,}|bedf\+[acef| 
E d,\\bede|-+|acdf|| - e|acde|, 
q d, =  aj,ledef|—b,[bdef)+e;,|beef)—d;|bedf]+-e|bede). 
f Der Punkt X liegt demnach auf einer Raumeurve K; dritter Ordnung, wel- 
4 cher alle oben genannten vollständigen Fünfecke einbeschrieben sind. AK, 
’ ist durch den Parameter 4 projectiv auf R, bezogen. 
1 Aus (8.) erhält man auch die Gleichungen von K, durch Nullsetzen 
i aller Determinanten der Matrix: 
1 reiten V ee BEE | 
{ BE 
| Bei re Bei 
1 (9%) BIENEN ae O, 
; Fu EL le WE SE Sam SE: 
; rn ae a a; 
; REEL OR CE RE ARE AP 
2 Die Ebenen der Fünfecke oder die stationären Ebenen aller R\ bilden 
\ einen Büschel sechster Ordnung, dessen Gleichungen durch das Verschwinden 

aller Determinanten der Matrix 
0 Db.0,.d 

E (10.) ne re 


fe if 

dargestellt werden. Dieser Ebenenbüschel berührt somit alle Steinerschen 
Flächen, für welche die R{® Haupttangenteneurven sind. 

Die kubische Curve K, liegt in einer Ebene, wenn [efyJ] = 0 ist. 

Ist aber R, keine ebene Curve, so muss in diesem Falle K, zerfallen in 

einen Kegelschnitt und eine Gerade. Ersterer trägt eine Involution vierter 

Ordnung erster Stufe, während die Gerade der Ort des fünften Punktes 
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aller Quintupel ist. Alle Quintupel von J, auf R, haben einen Punkt gemein, 
dessen Schmiegungsebene fünf unendlich nahe Punkte von R, enthält. Die 
erste Oseulante für diesen Punkt ist eine ebene Curve vierter Ordnung, 
dessen Kegelschnitt X*) Bestandtheil von K, ist. Hat R, zwei solcher 
Punkte, so besteht A, aus drei Geraden, von welchen die eine Schnittgerade ; 
der bezüglichen Schmiegungsebenen ist und die Involution dritter Ordnung 1 
trägt, auf welche sich in diesem Falle J, redueirt. 


>, 
Die Beziehung zwischen A, und Ä, IRELR dureh eine Flächenschaarschaar zweiter Klasse. 
Durch Vermittlung der projeetiven Beziehung zwischen X, und A, ist 
K, zu allen Oseulanten von AR, projeetiv. Wir betrachten insbesondere die 
zweiten gemischten Oseulanten RY”” dritter Ordnung. Die projeetive Be- E 
ziehung zwischen K, und R%”” giebt eine reeiproke Raumtransformation, 
welche polar sein muss, weil RY”” den beiden Teetraedern stationärer Ebenen 
der ersten Oseulanten RUF? und RX” einbeschrieben ist und stets einem Eck- 
punkt eines solchen 'T'etraeders die gegenüberstehende Seitenfläche desselben 
zugewiesen ist. Für die Curve A,” haben wir die Parameterdarstellung: 
or; = (a+b(a +) HA) +3R(b,+e,(a +2") +d, KR) 
+32. (+ HN) He) Hl HEN) HAN), 
für Ä;: 
IX, = +3ßP,A+3yKP +. 
Ist nun # die Sehmiegungsebene von K, in dem Punkte 4, so folgt: 
)=—iI; (u); Yu)=—k (dW)=1. 
Demnach: 
11) (ex, = (du)la+b(a HA) +EAA)—3(yu)(b;+ ea +a)+d,42") 
ba | +3(Bu)(o +4 a +) Hear) (au)(d; tea + )+faR), 
Sind # und w conjugirte Ebenen des Polarsystems, in welchem K, und 
RY”?> einander entsprechen, so folgt aus (11.): 


(du) |(au)+(bu')(# +4 )+(cu Ai") 

— 3 (ru) (bu) + (eu )(A+A)+ (du) ai"! 

+3(Bu) (ea) + (dw )a 4") 4 Cem )aR" 
— (au) |(du’)+(eu)\(a + )+Hlfuw AR) = 0. 


*) Vergl. dieses Journal, Bd. 101, S. 304. 
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Da durch Vertauschung von « mit «' diese Gleiehung sich nicht ändern 
darf, auch wenn 4 und 4’ ganz beliebige Werthe haben, so gelten die 
Relationen: 


[a,d,]--3[6,7,]+3[e,P,)-[d.e,) = 0. 
(13)  3[6.0,]—-3[e,y,)+3[d,P,]-[eue,] = 0. 
[eu9,]-3[d,7.]+ 3le.B,)-[f®,) 
welche auch direet verificirt werden können. 

Für die Gleichung der Ordnungsfläche ff”? tolgt aus (12 
wir a gleich w setzen: 





.), wenn 


‚au)(du) —3(bu) (zu) + 3(eu)(Pu)— (du)(eu)| 
(14.) +(4 +4) \(ba)(In)— Bleu) (zu) + 3(du)(Pu)— (eu) (eu)! 


+42" (eu) (du) — 3(du)(yu)+3(eu)(Pu) —(fu)(en)) = 0. 





Die doppelt unendlich vielen Flächen f%*" bilden somit eine Schaarschaar 
von besonderer Art, welche unendlich viele der Curve K, einbeschriebene 
Polfünfecke besitzt. Jedes Quintupel der auf K, befindlichen Fundamental- 
involution liefert ein solches*). Die Schaarschaar ist auch derart specia- 
lisirt, dass sie aus den ersten Polaren aller Ebenen eines Bündels bezüglich 
Flächen dritter Klasse besteht; der Mittelpunkt eines solchen Bündels 
ist ein beliebiger Punkt von K, und das Sylvestersche Fünfeck irgend ein 
@Quintnpel von K;**), 
Die Schaarschaar der ff”? bestimmt nun rückwärts die R, und alle 
ihre Osculanten. Sind » und « zwei bezüglich der Schaarschaar conjugirte 
Ebenen, so folgen aus (12.) die Beziehungen: 





(au) (Inu )—3(bu)(yu)+3(eu)(Pu)— (du)(eu) = 0, 
(15.) (bu) (du)— 3lcu)(yu)+3(du)(Pu)—(eu)(au , 
(eu) (du) — 3ldu)(yu)+3len)(Pu)— (fu)(eu 0. 


Die Ebene « möge K;, in Punkten schneiden, welchen die Parameterwerthe 
| It „11 


„, 2', 2" zukommen. dann ist: 


*) Vergl. Reye, Ueber Polfünfecke und Polsechsecke räumlicher Polarsysteme. Dieses 
Journal, Bd. 78, S. 269. 
**) Vergl. Schur, Ueber die dureh collineare Grundgebilde erzeugten Curven und 


Flächen. Math. Ann.. Bd. 18. S. 23. und Toeplitz, über ein Flächennetz zweiter Ord- 
nung. Math. Ann., Bd. 11, 8. 434. 
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(u) =aa a, BP) Sa HET HN: —Blyu) = Ha" +8": (de) =. i 
Setzen wir diese Werthe in (15.) ein, so ergiebt sich, dass x die Ebene der 
dritten gemischten Osculante RY’”” zweiter Ordnung von R, ist. Diese E 
RY’”D ist aber gemeinschaftliche erste Oseulante der drei zweiten gemisch- 
ten Oseulanten RY”?, RY”” und RY* von R,. Hieraus ergeben sich nun 
folgende Sätze: 

Dreht sich « um eine Sehne von K;,, welche die Punkte 4 und A” 
dieser Curve enthält, so beschreibt # die Schmiegungsebenen der zweiten 
gemischten Oseulante RY”; dreht sich « um eine Tangente von K,, so 
beschreibt # die Schmiegungsebenen einer zweiten Oseulante von A,. Ist 
a Tangentialebene des Kegels zweiter Ordnung, durch welchen 4, von a 
ihrem Punkte 4 projieirt wird, so ist « Schmiegungsebene der ersten Oseu- S 
lante ARY von R;. Beschreibt a die Schmiegungsebenen von K;, so be- . 
schreibt # die Schmiegungsebenen von R,. Beschreibt « einen Ebenenbündel ; 
um den Punkt A von K,, so bewegt sich « als Tangentialebene der Steiner- 4 
schen Fläche, für welche AR” Haupttangenteneurve ist. : 

Bewegt sich die Ebene « derart, dass sie stets zwei unendlich nahe 
Punkte von K, enthält, so beschreibt x die Schmiegungsebenen aller ersten 
und zweiten (nicht gemischten) Oseulanten von A, und daher als Tangential- 
ebene eine Fläche #, zwölfter Klasse, auf welcher zwei einfache Curven- 
schaaren liegen. Eine Curve der ersten Schaar ist der Ort der Berührungs- 
punkte der Schmiegungsebenen einer ersten Osculante und deshalb eine 
zweite (nicht gemischte) Osculante, eine Curve der zweiten Schaar ist der 
Ort der Berührungspunkte der Schmiegungsebenen einer zweiten Oseulante 
und deshalb eine dritte (nicht gemischte) Osceulante von R,. Die Tangenten 
aller RY’ sind Doppeltangenten von 7. Die Steinerschen Flächen, für 
welche die R/? Haupttangenteneurven sind, berühren #, längs den Kegel- 
schnitten AR. Eine Parameterdarstellung für die Punkte von %,, ist des- 
halb gegeben durch: 

16) (or; = (a,+2b.0+0,2)+3(b,+20A +4, )R 
N +3 +24, + EA)” 4 ld, + Ze, + La)a. 
Die Gleichung von 7, in Ebenencoordinaten findet man aber nach (1D.). 
wenn man in die Diseriminante der in 4 kubischen Gleichung: 
Blu) 3gyu)EH+ U) = 0 


die Ausdrücke einsetzt: 
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be d oe ce 

(du)=ic d ei; 3yu)=b d e 

ef e A; 

ab d u. b’e 
3(ßu)=ıb c e;: (e)=|b ce d. 

I; ce de 


Die linke Seite der Gleichung 7,,(w) = 0 ist eine Invariante zwölften Gra- 
des der Form fünfter Ordnung in 4: 
(au) +5(bu)A+10(eu)A°-+10(du)2°+5(eu)i*-+(fu)i. 

Die Doppelebenen der Schaarschaar ff’? bilden den Ebenenbüschel (10.), 
welcher zugleich die Doppeltangentialebenen von 7, darstellt. 

Unter den Flächen f”” sind diejenigen ausgezeichnet, für welche 
»=4 —=4' ist. Zu jedem Punkte von AR,, also auch von K, gehört eine 
solche Fläche ff”, in Bezug auf welche dem Punkte A der einen jener 
Curven die Schmiegungsebene in dem entsprechenden Punkte der anderen 
als Polarebene zugewiesen ist. Der Ort der Pole einer Ebene « bezüg- 
lich aller ff” ist eine dritte gemischte Oseulante von R,. Der Ort der 
Pole aller Sehmiegungsebenen von K; bezüglich der ff’? ist die Fläche %,.. 
Die acht Doppelebenen, welche unter den ff’? sich befinden, sind die statio- 
nären Ebenen von A.. 


S B * 
Der Ebenenbüschel (.,.. 
Der Ebenenbüschel C, ist durch das Verschwinden aller Determinanten 
der Matrix: 


Barriere 
b ce de|i=-d 
EHE 5; 


gegeben. 
Werden diese Determinanten multiplieirt mit: 
” .) 3 . 
iu en 


aaa "ld EEE >. 


1 bz nd ° ® h: 
Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 1. 
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so verwandelt sich die Matrix nach einigen einfachen Reduetionen in 
folgende: 

l 4 weh) Awlh) Awlh) Aylhı) 

1 % vl) Lyvlh) *: -. +». ld.) -(, 


l Ju w(A,) ® ” ‚ ” ® u 1: w(h,) | 
wenn A,, Ay, ... 4, die Parameter eines Quintupels der Fundamentalinvolution 
J. sind und w(4,), ... die Ausdrücke bedeuten: 


v(h) = b+o Zz;h;+dEz,hzh, te Ez,öhsh,hgtfkizkh, etc. 
Die Gleichung von C, kann somit auf unendlich viele Arten in die Form 3 
gebracht werden: 4 


a ww )wAh,)u — u — Az)lu — 1,) 
er ER Ta kan are, Min 


wobei « einen ganz beliebigen Werth hat. 


= 0, 


Mit Hülfe dieser Darstellung von C,;, können wir dessen T’angenten 

berechnen. Die Ebene der drei Punkte 4,, 4,, 4, auf K berührt die Ab- 
wickelbare von C, längs eines Strahles, welchen man durch Nullsetzen des 
Factors von w(A,).w(4,) in (17.) erhält. Führt man die Werthe der w(#) 
wieder ein, so ergiebt sich: 
ag) | a+2b(h,+4,)+e((A,+%,)+24,4,)-+2di,%,(A,+2,)+eiii} 
NEM \+u Ib+2c(A,+4,)+d((k,+A,)’+24,4,)+2ei,d, (+) HR] = 0. 
Der durch diese Gleichung dargestellte Punkt ist der Berührungspunkt der 
betrachteten Tangente von C, mit der Steinerschen Fläche, für welche AR 
Haupttangenteneurve ist. >Metzt man in (18.) einmal «= 4,, das andere 
Mal u=4,, so erhält man die beiden Berührungspunkte der Tangente von 
C, mit der Fläche #7... 

Wird aber in (18.) A, = 4, gesetzt, so ist die betrachtete Ebene von 
(, eine stationäre Ebene von A,, und wir erkennen, dass die acht Tangenten 
von AR, in ihren stationären Ebenen auch Tangenten von (, sind. 


58°, 
Ueber die stationären Ebenen und das Nullsystem von A;. 
Die acht stationären Ebenen von R, sind Schmiegungsebenen aller 
ersten Oseulanten RY und deshalb Tangentialebenen aller Flächen zweiter 
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Klasse, welche von den Schmiegungsebenen der verschiedenen AR} berührt 
werden. 

Die Gleichung dieser Flächen ergiebt sich aber durch Nullsetzen 
der Covariante zweiten Grades zweiter Ordnung der Form: 

(au) +5(bu)A+10(eu)A +10 (du) #+5(en)4-+-(fu)i, 
also durch: 
(19) (a+bi)(e+fi)—4lb+ch)\(d+ei)+3(c+di) = 0. 

Die acht stationären Ebenen von R, sind somit acht associirte Ebenen einer 
Schaarschaar zweiter Klasse. Wir wollen noch zeigen, dass die Tangenten 
von AR, in diesen Ebenen demjenigen linearen Strahleneomplexe angehören, 
dessen conjugirte Ebenen apolare Schnittpunktsysteme von R, ergeben. 
Wenn die Ebenen # und « apolare Schnittpunktsysteme liefern, ist die 
Gleichung erfüllt: 

(au )(fu)— 5 (bu’)(eu) +10 (ceu’)(du)— 10 (du’)(ceu)+5(eu)(bu)—(fu)(au) = 0. 
Sind q, = [u,u,] die Coordinaten der Schnittgeraden von # und «, so folgt 
hieraus: 

20.) Zulauh)-5Fgu|lb;e,)+ 10 Fq.le,d,) = 0 
als Gleichung des zu A, gehörenden linearen Complexes. 


Die Coordinaten der Tangente von R, in dem Punkte 4 sind aber: 
equ = a, N Abit te, b | 4e At: f 7* 


3ilden wir hieraus den auf der linken Seite von (20.) stehenden Ausdruck 
und setzen ihn gleich Null, so ergiebt sich die in $ 3° angegebene Glei- 
chung für die Parameter der stationären Ebenen von R,, wodurch der Satz 
bewiesen ist. Er lässt sich noch einfacher beweisen, wenn AR, als das per- 
speetive Bild einer rationalen Curve fünfter Ordnung in einem Raume von 
vier Dimensionen angesehen wird, worauf wir aber nieht näher eingehen 
wollen. 


Ss 4. 
Die ebene rationale Curve fünfter Ordnung. 
Für i=1, 2, 3 sei die Parameterdarstellung von R, gegeben durch: 
(1) ez = a+5bA+--+f;i. 


Die Fundamentalinvolution J, fünfter Ordnung zweiter Stufe ergiebt sich 
in folgender Weise. Man stelle irgend eine zweite gemischte Oseulante RY> 


m* 
‘ 





52 W. Stahl, über Fundamentalinvolutionen auf rationalen Curven. 


von R, dar und suche die Parameter 4,, A, 4, für ihre Wendepunkte. Es 
ist dann das Werthsystem A,, A, ... A, ein Quintupel der Involution. Wird 
ein Punkt 4, auf AR, beliebig angenommen, so bildet er mit unendlich vielen 
Quadrupeln Quintupel von J. Diese Quadrupel bilden die zu der ersten 
Oseulante RX gehörende Fundamentalinvolution J. 

Ist ein Quintupel von J, durch die Gleichung: 

2)  AA+BA+--+F = 0 
gegeben, so findet man ähnlich wie früher die drei Relationen: 
(3) @,A—b,B+c,C—--—f;F =Q. 

Die zehn gemischten zweiten Osculanten RY, für welche A, und 4, dem- 
selben Quintupel von J, angehören, haben im Ganzen zehn Wendetangenten, 
welche die Seiten eines in der Ebene von A, liegenden vollständigen Fünf- 
ecks sind: Jedem Eckpunkte desselben ist derjenige Punkt 4, von A, zu- 
gewiesen, für welchen die RY'“? keine durch den ersten Punkt gehenden 
Wendetangenten besitzen. Da 4, mit jedem anderen Parameterwerthe zu 
einem Paare von J, combinirt werden kann, so wird der dem Punkte 4, 
von AR, entsprechende Punkt nicht völlig bestimmt sein, sondern einen Ort 
beschreiben. Es ist nun, wie früher, der dem Punkte 4, von R, entsprechende 
Punkt X der Ebene in doppelter Weise darstellbar: 


oA, = 6; + b; Su h, + C; Sushahat er +fihhdahıh,, 


4) 0X, = b+g 8,4, EEE TREEN 





wobei 0+40 =. 

Durch Elimination der A, ... 4, 0, e findet man 'hieraus als Ort des 
Punktes X, welcher dem Punkte 4, von R, zugewiesen ist, die Gerade: 

iz ab ad e 

-i2. ab db & 

5) G®- a Fr u 

sb ade fi 

» bb ah of 

bb ode, fi 

wo für /, nur Z gesetzt ist. Die Gerade @“ beschreibt einen zu R, pro- 

jeetiven Strahlenbüschel, dessen Mittelpunkt wir mit P bezeichnen. 
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wre 


Eliminiren wir aber aus den beiden ersten Gleichungssystemen (4.) 
die Grössen 4, A,, A, e und o und setzen statt A, wieder 4, so erhalten 
wir die Gleichung eines Kegelschnittes K\: 
zz 0 a+bi b+ca4 a+di dı+trei 
2 0 a,+b,4 

0 & b+ai ca+dÄi - -»- -» . e+fıl 

0 u b+64 

0 T; b,+ 0,4 8 re ri 
Ihm sind alle Viereeke einbeschrieben, welehe mit Punkten der Geraden 
ı” ein oben beschriebenes Fünfeck bilden. Alle Kegelschnitte K\ ent- 
halten den Mittelpunkt P des Büschels (5.). Fünf zu einem Quintupel von 
J, gehörende K!” schneiden einander, abgesehen von P, in den fünf Punkten 
der Ebene, welche dem Quintupel zugewiesen sind. Durch jeden Punkt gehen 
vier K%). Die Ebene ist hier der Träger der Fundamentalinvolution fünfter 
Ordnung zweiter Stufe der Art, dass jeder Punkt nur einem Quintupel angehört. 

Die Involution J, enthält ©” Involutionen fünfter Ordnung erster Stufe, 
deren Quintupel je eine Curve X, dritter Ordnung, welche in P einen Doppel- 


©) 
punkt hat, erfüllen. Die Parameterdarstellung einer solchen K, kann man er- 
halten, wenn man zu den drei Formen (1.) noch eine vierte: a,4+5b,44- +4 f52° 
mit beliebigen Coeffieienten hinzufügt und dann setzt: 
TA, = 0+3P9,4+3y,2° 40,4 @=1,2,3), 


wobei «;, ... d,; die in (9.) 8 3° gegebenen Ausdrücke bedeuten. Alle X, 
bilden einen Bündel, je zwei schneiden einander, abgesehen von P, in fünf 
Punkten eines Quintupels der Ebene; je zwei Quintupel derselben lassen 
sich durch eine K, verbinden. 

Die Gleichung einer solchen K, ist: 


en Tr or Tor oe’ Maar» 


u e 
u . ) 1 ) 
2 
a Me We ae mr e; 
I; Ad . .. . e; 
V e 5 GW =» « fi | 
a A  ! 
er u‘ 
() [ f hi 
T I); . . . . 3 
| 0 b, 


0 
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7, 0 a, „#i’Z e, 
ETERBILEE ° 

PERLE ar WETS PERS": 
ET EERIDEN 

TI; ( d; Re e; 
() A; si . & e; 

FU = m ++. m. — (), 

T, b, Zu: fi 

() T;, b; nn f: 

v b 41 

LT; ee 3 
TC; b, ss; f; 

u: ern 

Setzt man hier = —#', ... i=1, so zerfällt X, in Kl und 6%, Wird 


die ebene AR, als perspeetives Bild von Raumeurven R, aufgefasst, so finden 
sich unter letzteren oo’ einander nicht collineare Curven; zu jeder gehört 
eine K, der Ebene. Einfach unendlich viele R, haben je eine stationäre 
Ebene, welche fünf unendlich nahe Punkte der Curve enthält, und zwar 
kann jeder Punkt von AR, als Bild eines solehen Punktes von R, angesehen 
werden. Für solche AR; zerfällt X, in einen Kegelschnitt und eine Gerade. 
(Vergl. $ 3°). 

Ein neutrales Elementenpaar der Involution J; ist ein solches, welches 
noch kein Quintupel bestimmt, sondern durch unendlich viele Tripel einer 
Involution dritter Ordnung erster Stufe zu Quintupeln von J, ergänzt wird. 
Für eine solche Involution muss X, zerfallen in drei Gerade, von welchen 
zwei durch P gehen und das neutrale Paar repräsentiren und die dritte / 
der Träger der Involution dritter Ordnung ist. Die Gerade / schneidet 
jede K, in drei Punkten eines Quintupels dieser Curve und jede K!’ in 
zwei Punkten eines Quadrupels und ist deshalb gemeinsame Tangente aller 
Curven dritter Klasse Fi”, deren Tangenten die Quadrupelpunkte der 
K\’ verbinden. Zwei dieser Curven FY haben die Seiten des Dreiecks 
gemein, in dessen Ecken die zugehörigen K}” sich schneiden und folg- 
lich noch sechs Linien /. Es giebt somit sechs neutrale Elementenpaare 
von J,. Die Linien / werden durch das Verschwinden aller Determinanten 
der Matrix: 

ab cd 


b ce de =V% 


dargestellt. 


Jede Linie / ist Bestandtheil zweier verschiedenen AK, welche zu 
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ersten Oseulanten R{®” mit Undulationspunkten gehören *#). Es giebt somit 
unter den ersten Oseulanten von A, sechs Paare, welche Undulationspunkte 
besitzen. A, ist perspectives Bild von sechs Raumeurven AR;., welche je 
zwei Schmiegungsebenen mit fünf unendlich nahen Punkten besitzen. 
Unter allen Quintupeln von AR, giebt es bekanntlich ein ausge- 
zeichnetes, welches apolar ist zu allen anderen und dessen Punkte auf 
einer Geraden liegen. Stellt man nämlich die Bedingung dafür auf, dass 
zwei Gerade » und «a apolare Punktgruppen aus AR, ausschneiden, so findet 
man, wenn x der Schnittpunkt der Geraden « und « ist: 
lvafl—5Slzbel+10[xred] = 0. 
Setzt man hier für x die Werthe (1.) ein, so erhält man die Gleichung für 
die Parameter des ausgezeichneten Quintupels. Ihm entspricht in der Ebene 
von AR, ein ausgezeichneter Büschel von Curven K., 
Wenn die Determinanten der Matrix: 
u. u: u. 88 8 
Ge “EEE WER TE wer * 
ar Te Te Be: 


d, d > d. e, e > e 


see eo; fi r fh 

verschwinden, so ist der Punkt P unbestimmt und alle KY sowie alle K. 
fallen auf denselben Kegelschnitt K,. R, ist in diesem Falle das Bild einer 
R,, welche von einem Punkte ihrer zugeordneten kubischen Raumeurve K, 
projieirt wird. ($ 3%.) Die sechs Linien / sind die Seiten eines dem Kegel- 
schnitte X, einbeschriebenen Vierecks. Die ebene Curve fünfter Ordnung. 
deren Parameterdarstellung durch irgend drei Formen, welche gleich Null 
gesetzt Quintupel von J, liefern, gegeben ist, erhält hier einen vierfachen 
Punkt. 

$5. 


Die rationale Raumeurve sechster Ordnune. 


Die Coordinaten von AR, seien für ö=1, 2, 3, 4 gegeben dureh: 
02, = a+6b,4+1de,4+ +44. 


Die Fundamentalinvolution sechster Ordnung zweiter Stufe J, finden wir in 


N - 


, Vergl. dieses Journal, Bd. 101, S. 315. 


/ 
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folgender Weise. Wir bilden für die beliebigen Parameter A, und 4, die a 


gemischte zweite Osculante AR 


(A,},) 
+ 


und 


suchen die vier Parameterwerthe 


Az, Ay As, Au, welchen stationäre Ebenen von R{» entsprechen. Die sechs 
Parameterwerthe 4,, A,, ... 4, bilden dann ein Sextupel von J,. 
Bestimmt die Gleichung: 


(2) AAX+Bi+CH+.-+G = 0 


ein solches Sextupel, so ergeben sich für die Coeffieienten die vier 


Relationen: 


3) aA-5B+C--- +46 = 0. 4 


Die dreifachen Elemente dieser Involution entsprechen den zwölf stationären 


Ebenen von AR.. 


Alle Quintupel der Fundamentalinvolution einer ersten Oseulante AR 


von R, werden durch 4 zu Sextupeln von J, ergänzt. Die zu RAY vehö- 
rende kubische Raumcurve K3’) ($ 3°.) wird in folgender Weise dargestellt: 


or, = (a,+b;,h,)+(b,+c;A,) Sch to tletfih)ihrhsk; 


und 


6 
02, = (b, + C;hı) + (otdh)S, Aut ref +9 h,)k; hakshu. 


wobei: 


Dureh Elimination von A, 4, ».. 


7; 


T) 


0 
0 
0 


als Gleichung des Ortes für alle Kf”. | 
welche von den stationären Ebenen der zweiten gemischten Oseulanten 3 
RY’> gebildet werden, einbeschrieben. 


0o+4,0 =. 


0 
0 
0 
0 


T 


is, 0, 0° folgt hieraus: 


a, 
a; 
a; 
A; 
b, 
b, 
b, 
b, 


gehörende A,” haben im Ganzen sechs Punkte eines Sechsecks gemein. 


es . 
f:. 


ee 0 


Der Fläche T, sind alle Tetraeder. 


Sechs zu einem Sextupel von R, 


a IT TEEN TEST 


ve 
Be 
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Jeder dieser K!) und somit dem entsprechenden Punkte 4 von R, ist der- 
jenige Punkt des Sechsecks zugewiesen, welchen AKj” nieht enthält. Es 
sind somit die Punkte von T, zu Sextupeln so geordnet, dass jeder Punkt 
nur einem derselben angehört, und die Involution J, ist auf die Fläche T 
übertragen. Alle Punkte von T,, welche demselben Punkte 4 von R, ent- 
sprechen, liegen auf einer Geraden, welche nicht Sehne der K{° ist. Hier- 
durch ist die Regelschaar von T, projeetiv zu R,. Alle Sextupel von T 
welche einer Involution seehster Ordnung erster Stufe von J, entsprechen, 
liegen auf einer rationalen Raumeurve K,, welche von den Regelstrahlen 
der T, nur je in einem Punkte geschnitten werden. Es giebt im Ganzen 
x’ soleher K,. Einfach unendlich viele zerfallen in eine Uurve KV) und 
einen Regelstrahl. Einige der X’ können weiter zerfallen in eine Gerade 
und einen Kegelschnitt A,. Die beiden Regelstrahlen, welche dann Be- 
standtheile einer X, sind, entsprechen einem neutralen Elementenpaare von 
J,, welches noch kein Sextupel, sondern eine Involution vierter Ordnung 
erster Stufe bestimmt, dessen Träger der Kegelschnitt ist. Ein solcher 
Kegelschnitt X, schneidet jede K, in vier Punkten eines Sextupels und jede 
K‘ in drei Punkten eines Quintupels der auf diesen Curven befindlichen 
Involutionen. 

Es folgt hieraus ($ 3°.), dass die Ebenen aller X, „gemeinschaftlich 
sind den sämmtlichen Büscheln sechster Ordnung 0”, welehe zu den R 
gehören und deshalb durch das Verschwinden aller Determinanten der Matrix: 


WE ar a 


dargestellt sind. Die Zahl dieser Ebenen ist aber gleich zehn. Denn eine 
Steinersche Fläche. für welche AR%’” Haupttangentencurve ist, hat mit eineı 
C‘” zunächst die acht Seitenflächen der Tetraeder gemein, deren Ecken 
auf X’ durch die Curven KY? und KY” ausgeschnitten werden. Es bleiben 
somit noch zehn gemeinsame Ebenen aller 0 übrig. Unter den ersten 
Oseulanten RS” giebt es folglich zehn Paare, welche von einer stationären 
Ebene in fünf unendlich nahen Punkten geschnitten werden. ($ 3° 

In naher Beziehung zu A, steht die Fläche vierter Klasse 2,, welche 
von den stationären Ebenen aller RX’? berührt wird. Dieser Fläche sind 
doppelt unendlich viele vollständige Sechsecke umschrieben, welche der 
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Fläche T, einbeschrieben sind. Die Gleichung von 2, ergiebt sich in 
ab cd 
a 
I a ; 
u... 2:53 


Diese Gleichung kann auf x’ Arten in eine merkwürdige Form gebracht 
werden. Sind 4, 4, ».. 4 die Elemente eines Sextupels von J und 
setzen wir: 


6 6 
v(},) = b+o 3A. td ,5AuhsttgArksdrdde ete., 
so folgt durch Multiplieation von 2, mit der Determinante: 


- “) ar 
oe Fe 


Ba nn a a 
die Gleichung: 


nA w(A,)w(A;)w(A,)w(A5) _g 
Der IS u here ANA) — 
Der Berührungspunkt von 2, mit der Ebene, welche die drei Punkte 
#5, Ar, 4: von T, verbindet, hat demnach die Gleichung: 
Chu )hu— du aan) _ 0 
u, et PR (Au— I, )Au— Jo) 

Nach einigen Reduetionen und Berücksichtigung von (3.) folgt für den Be- 
rührungspunkt: 

(a+2b4,+c4,)+2(b+2cA,+dA,)A;+(c+2di,+e4,)4; 

+21(b+2cA,+di,)+2(c+2di,+ei,)i;+(d+2ei,+fA,)A5 4, 

(c+2dA,+ei,)+2(d+2ei,+fA,) A;+(e+2fh,.+gA)4,% = 0. 
Der Berührungspunkt der Ebene mit 2, ist daher der gemeinsame Punkt 

[HE 1322 122: y , ’ , 
der drei Oseulanten R“ 45) R\ >45) und R\ ;#). Setzt man 1, =; = 4, 80 
ist die Ebene der drei Punkte 4,, 4,, 4: auf T, eine stationäre Ebene von 
R, und für den Berührungspunkt derselben mit 2, ergiebt sich der Oseulations- 
punkt der Ebene auf A, #, hat mit AR, im Ganzen 48 Ebenen gemein, 


welche zu vier mit den zwölf stationären Ebenen von AR, zusammenfallen. 








FETTE ns 
Pi ea Sins 2 aa aan it a ai 
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$ 6. 
Wie rationale Raumcurve siebenter Ordnung 
Die Parameterdarstellung von AR; sei: 
1) oz = a+TbA+--+h4. 

Die Fundamentalinvolution siebenter Ordnung dritter Stufe J- finden wir in 
folgender Weise: Für die gemischte dritte Oseulante ARY% mögen den 
Parameterwerthen 4,, #;,. #,, 4- stationäre Ebenen entsprechen: dann bilden 
die Elemente 4, 4. ... 4, ein Septupel der Involution J.. Ihr gehören 
alle Septupel an, welche durch zwei Parameterwerthe 4, und 4 und die 
Quintupel der Involution fünfter Ordnung erster Stufe der gemischten zweiten 
Oseulante R, und diejenigen, welche durch ein Element 4, und die Sex- 
tupel der Involution sechster Ordnung zweiter Stufe der RU» gebildet werden. 

Jede erste Osculante liefert als Träger der Involution J{’ eine be- 
stimmte Fläche zweiter Ordnung T®, deren Gleichung wir aus ($5, (4.) 
erhalten dureh Einsetzen von 

re re, et Mr re. a, db, ... 
Durch jeden Punkt des haumes gehen sechs solcher Flächen T\”. Zwei 
der Flächen T und T“’ haben die Curve Kf’’’ mit einander gemein und 
deshalb auch eine Gerade /, den Träger eines zu R- projectiven Ebenen- 
büschels, dessen Gleichung nach Früherem durch Elimination von 2, ... Z-, 0, 
aus den Gleichungen: 


0% = a +b, 3,4, +06; Eushahst "+ g Ardz Ay Asdahr, 
or, = b+0, 3,4,+: "+ h,d2dzd,Asdgdr, 
04,+0 = 0 
erhalten wird, | 


Es folgt, wenn wir statt 4, wieder 4 setzen: 


u Ar, da, b, C } 4 2 4, 
—ir, 0 
— ir; (A; 
iz, a ( 
- N v{ ) m . \ I u () 
Ge) IN’ = : 1 
2, BD 
2, 


b, 
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Der Träger dieses zu R- projectiven Büschels gehört allen Flächen T\” an. 4 | 
Sieben zu einem Septupel von J; gehörende Flächen TY” schneiden einander, ; 
abgesehen von der Geraden /, in sieben Punkten. Durch je sechs dieser > 
Punkte geht eine Fläche T%, welche dem siebenten Punkte zugeordnet ist. | 
Dieser Punkt, dessen Ort die Ebene @ ist, entspricht nun dem Punkte 
von R-, zu welchem T‘® gehört. Somit sind die Punkte des unendlichen 
haumes zu Septupeln geordnet der Art, dass jeder Punkt nur einem Sep- 
tupel angehört. Die Involution dritter Stufe J; ist auf den Kaum abgebildet, 
und je sieben Punkte eines Septunels des Kaumes werden von 7 durch 
sieben Ebenen eines Septupels der zur Fundamentalinvolution auf AR, projec- 4 
tiven Involution des Büschels / projieirt. | 


li ine aehre 


‘ 


Ordnung zweiter Stufe betrachtet, so findet man als Ort der Septupel des 


Wird eine beliebige der Involution J; angehörende Involution siebenter 


Raumes eine Regelfläche %, dritten Grades, welche in / eine Doppellinie 
hat. Diese g, bilden ein lineares Flächensystem dritter Stufe und können auf 
einfach unendlieh viele Arten in eine T\” und eine @ zerfallen. Zwei der 
p, schneiden einander, abgesehen von /, in einer Raumeurve K, fünfter Ord- { 
nung, deren viermal schneidende Sehne die Linie / ist, und welche sich als Trä- 
ger einer zu J, gehörenden Involution siebenter Ordnung erster Stufe darstellt. 

Die Curven K-., deren Zahl vierfach unendlich ist. können auf drei- 
fach unendlich viele Arten in eine Gerade und eine K{®, auf doppelt 
unendlich viele Arten in zwei Gerade und eine KY'’», auf einfach unendlich 
viele Arten in drei Gerade und einen Kegelschnitt und schliesslich eine 
endliche Zahl mal in fünf Gerade zerfallen. 

Jede , enthält ©’ Curven K,, x' Curven K!? und 15 Curven KA), 
aber im Allgemeinen keinen Kegelschnitt X,, welcher Bestandtheil einer X, ist. 

Die Kegelschnitte X, sind Träger von Involutionen vierter Ordnung 
erster Stufe, welche je mit einem neutralen Tripel von J, unendlich viele 
Septupel liefern. Die Gleiehung des Ebenenbüschels zehnter Ordnung, 
welcher aus den Ebenen aller K, besteht, ist durch das Verschwinden aller 
Determinanten der Matrix: 





a 
bed 
(3.) — (0 
di Se a 
a a ; h 





gegeben. 
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Zerfällt K, in fünf Gerade, so schneiden vier derselben die Gerade / 
und repräsentiren ein neutrales Quadrupel von J-, die fünfte Gerade aber 
ist Träger einer Involution dritter Ordnung erster Stufe. Die Zahl dieser 
zerfallenden K, ist gleich der Zahl der eine allgemeine rationale Uurve 
R, viermal treffenden Geraden und deshalb nach der Berechnung des 
Herrn Fr. Meyer*) gleich zwanzig. Der Ebenenbüschel (3.) besitzt somit 
auch 20 vierfache Axen. 


*) Vergl. Meyer, Apolarität etc. S. 363. 


Aachen. im Juli 1887. 

















Zurückführung der Grassmannschen Definitionen der 
Curve dritter Ordnung auf die von Chasles, Cayley 
und Hesse angegebenen Erzeugungsweisen. 


(Von Herrn H. Schroeter in Breslau.) 


| n dem Aufsatze: „Ueber die Erzeugung der Curven dritter Ordnung 
durch gerade Linien und über geometrische Definitionen dieser Curven“ (dieses 
Journal, Bd. 36, 5. 177) hat H. Grassmann drei verschiedene Definitionen 
der allgemeinen Curve dritter Ordnung aufgestellt, welche er in Vorschlag 
bringt, um eine methodische Behandlung der Curve darauf zu gründen. Dies 
erübrigt sich, wenn man erkennt, dass die beiden ersten Grassmannschen Deti- 
nitionen nichts anderes sind, als Umformungen der allgemeinen Chaslesschen 
KErzeugungsweise der © vermittelst eines Kegelschnittbüschels und eines 
Strahlbüschels in projeetiver Beziehung, und dass die dritte Grassmannsche 
Definition übereinkommt mit der Cayley-Hesseschen Erzeugung vermittelst 
dreier Paare eonjugirter Punkte *). 

Die Chaslessche und Cayley-Hessesche Definition der C® eröffnen 
einen unmittelbaren und leichten Zugang zu den Eigenschaften der Gurve., 
während die Grassmannschen Definitionen, welehe man mit COlebsch (Math. 
Annalen Bd. V, 5. 424) „mechanische“ nennen kann, nur gewisse Kigen- 
schaften ausdrücken, vermittelst deren man sich Mechanismen herstellen soll. 
um Punkte der Curve zu erhalten. Wie aber diese Mechanismen wirklich 
hergestellt werden können, geben die @rassmannschen Definitionen nicht an, 
und sie sind daher auch für die wirkliche Erzeugung der C° und die Her- 
leitung ihrer Eigenschaften unfruchtbar geblieben. 


*) Siehe des Verfassers: „Theorie der ebenen Curven dritter Ordnung“ Leipzig, 
B. G. Teubner 1888. 
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Die Zurückführung der Grassmannschen Erzeugungsweisen auf «die 
oben genannten ist der Zweck der nachfolgenden Mittheilung. 


1. Die erste Grassmannsche Definition der C® [Nr. 1 in der oben 
angeführten Abhandlung (dieses Journal Bd. 56, S. 177), wo aber zwei Be- 
dingungen ausgelassen sind, die sich in der früheren Abhandlung: „Grund 
züge zu einer rein geometrischen Theorie der Gurven, mit Anwendung 
einer rein geometrischen Analyse“ (dieses Jourmal, Bd. 31, S. 122) angegeben 
finden] lautet: 

„Wenn die Winkel an der Spitze zweier Dreiecke stetig an einem 
Punkte = liegen“ (das soll heissen, wenn zwei Dreiecke dieselbe Spitze 
und eine von ihr ausgehende Seite gemeinsam haben) „und auch die Grund- 
seiten, wie auch die äussersten Schenkel“ (soll heissen, die beiden übrigen 
von der Spitze ausgehenden Seiten) „um feste Punkte ee,aa, sich drehen. 
die Endpunkte der Grundseiten aber in festen Geraden BDB,D, sich be- 
wegen: so beschreibt die gemeinschaftliche Spitze x ein Gebilde vom dritten 
Grade.“ 

Unter einer geringen Abänderung der Bezeichnung sprechen wir diese 
Definition so aus: 


In der Ebene sind gegeben vier beliebige Punkte 


aVs 
U. U 3 8 

und vier beliebige Gerade 
’ wa 


auf der Geraden a, soll ein Punkt r, und auf der Geraden a, ein Punkt ı 
so gewählt werden, dass wenn man die Schnittpunkte 
(A,rı, b,) > U. 
\ . ; zn 
ur, 6) = u 
bezeichnet, die drei Strahlen 
Br! Berl IyıY:l 
sich in einem Punkte 3 schneiden; der Punkt 8 wird dann nach Grassmann 
eine Curve dritter Ordnung beschreiben, denn er erfüllt die «eforderten 
Bedingungen, indem die beiden Dreiecke 
Sr,Yy, und Sr, 


mit der gemeinschaftlichen Spitze 8 zugleich die &emeinschaftliche Seite 
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159,1») haben, während die übrigen Seiten |sr,||x,Y.| !sr;| |v;Y,| durch die 
festen Punkte B, AU BU, und die übrigen vier Ecken 1,1,4,4, auf den 
festen Geraden a, a, b, b, liegen. 

Es wird nun die Aufgabe sein, solche Punkte 8 zu finden und ihren 
Ort zu ermitteln. Dies führt aber geradezu auf die Chaslessche Erzeugungs- 
weise. Halten wir nämlich zuerst den Punkt r, auf a, fest und verändern 
allein den Punkt v, auf a, indem wir ihn eine gerade Punktreihe durch- 
laufen lassen, so bleibt der Strahl |A,r,|, also auch der Punkt 9, fest. Der 
Punkt vu, beschreibt aber auf 5, eine mit der von x, auf a, beschriebenen 
yY.| und |B,r,| zwei projeetive 
Strahlbüschel um die Mittelpunkte y, und B,: der Schnittpunkt dieser beiden 


projeetive Punktreihe, also beschreiben 








entsprechenden Strahlen |y,9,| und |B,r,| wird also einen Kegelschnitt X 
beschreiben, und wo dieser Kegelschnitt X den Strahl |B,r,| = x schneidet. 
da liegt offenbar ein Punkt $ des gesuchten Ortes. Es giebt also auf dem 
festgehaltenen Strahl |B,r,! zwei Punkte 3 des gesuchten Ortes. 

Verändern wir nun zweitens den Punkt r, auf der Geraden «a,, indem 
wir ihn eine gerade Punktreihe durchlaufen lassen, so verändert sieh mit 
ihm auch der Strahl |B,n,| = r, indem er.ein Strahlbüschel um den Mittel- 
punkt 3, beschreibt; es verändert sich aber auch mit ihm der Kegelsehnitt 
X, und es ist leicht zu sehen, dass derselbe ein Kegelschnittbüschel mit 
vier festen Grundpunkten beschreibt. In der That geht der von dem 
Schnittpunkte (B, 1, 9,9) beschriebene Kegelschnitt X” beständig durch 
den testen Mittelpunkt B, des einen erzeugenden Strahlbüschels; ferner geht 
er immer durch den Schnittpunkt (a,b,), weil die beiden auf a, und b, von 
den Punkten x, und 4, beschriebenen Punktreihen perspectiv liegen rück- 
sichtlich des Perspeetivitätscentrums W,, also in dem Schnittpunkte (a,b,) 
immer zwei entsprechende Punkte zusammenfallend haben, wo auch y, 
liegen mag. Drittens rückt der Punkt x, immer einmal in den Schnittpunkt 
(U,B,, a,) hinein, und in diesem Falle gelangt y, in den Schnittpunkt (U,B,, b,). 
also wird der Schnittpunkt zweier entsprechender Strahlen (B;r,, y,Y,) mit 
dem Punkte (A,d,, b,) identisch, wo auch y, liegen mag; mithin geht der 
Kegelschnitt X’ immer durch den dritten festen Punkt (W,d,, b,). 

Endlich geht er noch durch einen vierten festen Punkt, denn wo 
auch der Punkt vr, auf a, und ihm entsprechend y, auf b, liegen mag, der 
Strahl |y,y,| wird immer einmal in den Strahl 5b, übergehen, folglich y, in 
den Schnittpunkt (b, b,), mithin r, in den Schnittpunkt der Geraden |W,, bb, 
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mit der Geraden a,, und dieser Schnittpunkt mit B, verbunden liefert einen 
Strahl, welcher 5, in einem Punkte des Kegelschnitts X" schneidet. 
Bezeichnen wir also zur Abkürzung 
bb.)=db (AUb, s)=a Ba, b)=B, 
so ist DB der vierte feste Punkt des Kegelschnitts X”: dieser beschreibt 
also ein Kegelschnittbüschel [X] mit den vier Grundpunkten: 

Y, (ab) (Ad. 6) B, 
von denen der letzte auf der Geraden 5,. die beiden vorhergehenden auf 
der Geraden b, liegen. 

Der Strahl 5, wird von dem Kegelschnitt X ausser in dem festen 
Grundpunkte B noch in dem veränderlichen Punkte 9, geschnitten, «dem 
Mittelpunkte des zweiten erzeugenden Strahlbüschels: der Punkt 9, dureh- 
läuft daher auf b, eine gerade Punktreihe, die mit dem Kegelschnittbüschel 
IX] projectiv ist. Diese Punktreihe /y,| liegt aber perspeetiv mit der von 
x, auf dem Träger a, beschriebenen Punktreihe, ist also auch projeetin 
mit dem Strahlbüschel, welches der Strahl |B,r,| = x um den Mittelpunkt 
U, beschreibt: folglich stehen das Kegelschnittbüschel [X] und das Strahl- 
büschel |) selbst in projeetiver Beziehung, und das Erzeugniss, d. h. der Ort 
der Schnittpunkte 5 entsprechender Elemente der beiden projeetiven Ge- 
bilde wird daher nach der Chaslesschen Definition eine Curve dritter Ord- 
nung C° sein, welche durch die vier Grundpunkte des Kegelschnittbüschels 
und durch den Mittelpunkt des erzeugenden Strahlbüschels selbst hindurch- 
geht, w. z. b. w. 

Wir hätten auch umgekehrt zuerst den Punkt v, auf «a, festhalten. 
dagegen ı, auf a, verändern und dann als zweite Veränderung erst die Be- 
wegung von v, auf a, eintreten lassen können: dadurch hätten wir ein anderes 
Kegelschnittbüschel und Strahlbüschel zur Erzeugung der C° erhalten: wir 
können demnach, wenn wir noch die Schnittpunkte 

(b,b,) =b Ab, d,) = 4, Ba; =D 


X 
bezeichnen, folgende acht Punkte als der 0° angehörig angeben: 
- » ARE: » EB 3 BER: 
(ab) (ob) (AB. db) AB. b.), 
von denen drei auf der Geraden 5,, drei auf der Geraden b, liegen, und die 
beiden übrigen B,D, sind. Fin neunter Punkt der © ist der Schnittpunkt 
BD, DD), 
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und durch diese neun Punkte ist die 0° vollständig bestimmt, weil sechs 
von ihnen auf einem Geradenpaar, die drei übrigen aber nicht auf einer 
Geraden liegen. 

2. Die zweite Grassmannsche Definition, Nr. 2 in der oben ange- 
führten Abhandlung, (dieses Journal, Bd. 36, S. 177) lautet: 

„Wenn die Seiten eines veränderlichen (einfachen) Vierecks und eine 
Diagonale desselben um feste Punkte sich drehen und die (beiden) von der 
Diagonale nicht getroffenen Ecken in festen Geraden liegen, so ist der 
geometrische Ort jeder der beiden (ersten) in der Diagonale liegenden Ecken 
des Vierecks je eine Curve dritter Ordnung“. Unter Abänderung der Be- 
zeichnung sprechen wir diese Definition so aus: 

In der Ebene sind gegeben zwei feste Gerade 

a b 

und fünf feste Punkte 

ABU D 5; 
es soll auf der Geraden a ein Punkt r, auf der Geraden 5b ein Punkt y 
so gewählt werden, dass, wenn der Sehnittpunkt 

Ar, By)=3 

genannt wird, die drei Strahlen 

| 84] 65 
sich in einem Punkte $ schneiden; der Punkt 3 wird dann nach Grassmann 
eine Curve dritter Ordnung beschreiben, denn er erfüllt die geforderten Be- 
dingungen, indem das veränderliche Viereck 


15V 


3) 
seine vier Seiten 'r3 |39)98| /sr| und eine Diagonale 38) durch die fünf 
festen Punkte 

U, BB» BA und & 

sehend und die beiden Ecken r und 9 auf den festen Geraden a und b 
liegend hat, und sowohl der Ort des Punktes 8, als auch der des Punktes 
ı gesucht wird; wir können uns auf den ersteren beschränken; die Ermitte- 
lung des Ortes von $ führt aber geradezu auf die Chaslessche Erzeugungsweise. 

Halten wir nämlich zuerst den Punkt r auf a fest und verändern 
allein den Punkt 9 auf 5b, indem wir ihn eine gerade Punktreihe durch- 
laufen lassen, dann bleiben die Strahlen |A,x| und |Ar| fest, der Punkt 3 
durchläuft eine gerade Punktreihe auf /A,r), welche mit der von y durch- 
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laufenen Punktreihe projectiv ist, weil sie mit ihr perspeetiv liegt in dem 
Strahlbüschel |®,93|. Hiernach werden die Strahlen |By| und |&3| zwei 
projective Strahlbüschel beschreiben und einen Kegelschnitt X erzeugen 
als Ort des Schnittpunktes (By, E3): und wo dieser Kegelschnitt X" den 
festen Strahl |Ar| = z schneidet, da liegt offenbar ein Punkt 5 des gesuchten 
Ortes; es giebt also im Allgemeinen auf dem festgehaltenen Strahl 'IUı 
zwei Punkte 5 des gesuchten Ortes. 

Verändern wir nun zweitens den Punkt r auf der Geraden a, indem 
wir ihn eine gerade Punktreihe durchlaufen lassen, so verändert sich mit 
ihm auch der Strahl |Ar|= x, indem er ein Strahlbüschel um den Mittel- 
punkt A beschreibt; es verändert sich aber auch mit ihm der Kegelschnitt 





X, und es ist leicht zu sehen, dass derselbe ein Kegelschnittbüschel mit 
vier festen Grundpunkten beschreibt. In der That geht der von dem Schnitt- 
punkte (By, 63) beschriebene Kegelschnitt X” beständig durch die beiden 
festen Mittelpunkte DB und & der erzeugenden Strahlbüschel hindurch: ferner 
wird. wo auch ı auf a liegen mag, der Punkt y immer einmal in den 
Schnittpunkt (b,&B,) hineinrücken, also da B,y3 in einer Geraden liegen. 
werden |&3| und |B,y| zusammenfallen, d. h. 3 wird auf |E8,| liegen: der 
Schnittpunkt (63, By) wird also der Punkt (b, EB,) werden, und der Kegel- 
schnitt X’ muss daher immer durch den dritten festen Punkt 
EB,,b) 

hindurehgehen. 

Endlich wird, wo auch v auf a liegen mag, der Punkt u immer 
einmal in die Lage von (b, A,B,) gelangen, mithin 3 auf |U,B,| und zwar 


y 
in den Punkt A, hinein fallen, weil |U,ar| und !B,y in diesem Falle sich 
in A, schneiden: es wird also für diese besondere Lage |&3 BU: 
By = IB, (d,A,D,): bezeichnen wir daher zur Abkürzung den Punkt 


(AB,b)=b, 
so ist ersichtlich, dass der Kegelschnitt X” nothwendig immer durch den 
vierten festen Punkt 
EA,,Bb 
hindurchgehen muss, also ein Kegelschnittbüschel mit den vier festen Grund- 
punkten 


4, 
J# 


B 8 (EB.5) (EA. Bb) 
beschreibt. 
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Wenn wir dureh den Grundpunkt ®B dieses Kegelschnittbüschels 

X] die Gerade nach dem Schnittpunkt (ab) ziehen, so ist der zweite 
Schnittpunkt dieser Geraden 2 
IW(ab)) & 

mit dem veränderlichen Kegelschnitt X leicht zu ermitteln. 4 
Sobald nämlich der Punkt 9 in den Schnittpunkt (ab) rückt, wird a 

”,y3| die feste Gerade !B,(ab)|, auf welcher der Punkt 3 sieh bewegt, 4 
und da 3 gleichzeitig auf dem Strahle |A,yr| liegt, so beschreibt 3 eine mit 
vr, also auch mit dem Strahlbüschel |Ar| projeetive Punktreihe; der Kegel- 
schnitt X”? geht aber durch den Schnittpunkt der Geraden |®, (ab)| mit der 4 


ES 


TE 
er 
=> 


Geraden |&3|, und dieser Schnittpunkt beschreibt demgemäss auf der festen 
Geraden |®, (ab)| eine Punktreihe, die mit der von 3 durehlaufenen Punkt- 
reihe, also auch mit der von x durchlaufenen und endlich auch mit dem 
von |Mr) = x beschriebenen Strahlbüschel projeetiv ist. Die Punktreihe, 
welche von dem zweiten Schnittpunkte des Kegelsehnitts X” mit der dureh 
den Grundpunkt ® gezogenen Geraden |®, (ab)| durchlaufen wird, ist aber 
projeetiv mit dem Kegelschnittbüschel [X] selbst, also sind das Kegel- 
schnittbüschel [X] und das Strahlbüschel |r| untereinander projeetiv, und 
ihr Erzeugniss, d. h. der Ort des Punktes 8 ist nach der Chaslessehen Defi- 
nition eine Curve dritter Ordnung €”, welche durch die vier Grundpunkte 
des Kegelschnittbüschels und dureh den Mittelpunkt des erzeugenden Strahl- 
büschels hindurchgeht, w. z.b. w. Wir hätten auch umgekehrt zuerst den 
Punkt y auf 5 festhalten, dagegen ı auf a verändern und dann als zweite 
Veränderung erst die Bewegung von y auf b eintreten lassen können; da- 
durch hätten wir ein anderes Kegelschnittbüschel und Strahlbüschel zur 
Erzeugung der C® erhalten; wir können demnach, wenn wir noch den 
Schnittpunkt 


bezeiehnen, folgende sieben Punkte als der C angehörig angeben: 
a 2 € 
(EA,,a) (EB,,5) (EA,Bb (EB, Ma); 
ferner ergiebt sich als achter Punkt der C° der Schnittpunkt 
Ir RAh\ % 
(Aa, = b): h ir: 
denn bezeichnen wir noch zur Abkürzung die Schnittpunkte 
U): (Bde, 
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so enthält das Kegelschnittbüschel, dessen vier Grundpunkte B & b, (EU, Bb 
sind, während W der Mittelpunkt des erzeugenden Strahlbüschels ist (Gegen 
punkt), einmal das Linienpaar |®b| und |EB,|, und da |EB,| den dritten 
Curvenpunkt (ERY,, Ya) enthält, so muss seine Verbindungslinie mit A. d.h. 
Aa| auch dureh den dritten Curvenpunkt auf |®b| gehen, mithin muss de: 
Schnittpunkt 
Aa,db 
der C®” angehören; ferner enthält dasselbe Kegelschnittbüschel auch das 
Linienpaar EM! und |Bb,|, und der dritte Curvenpunkt auf |EU;,| ist a,. 
folglich muss seine Verbindungslinie mit U. d. h. !'Ma,| auch dureh den dritten 
Curvenpunkt auf |Öb,| gehen, mithin muss auch 
YAa,. Bb,) 

als neunter Punkt der C° angehören. Allein diese neun Punkte der © 
sind noch nieht ausreichend zu ihrer Bestimmung, vielmehr bilden sie eine 
(Gruppe von neun assocürten Punkten, nämlich die neun Durchschnittspunkte 
der drei (reraden 

EU, Aa b,| 
mit den. drei Geraden 

EH| Aa, Ab. 
Wir können indes leicht noch weitere Punkte der C° ermitteln, die dann 
vollständig zur Bestimmung der Curve ausreichen. Gelangt nämlich x in 
den Schnittpunkt (BB,,«a) und 4 in den Schnittpunkt (BB,, b). so wird na- 
türlieh der Schnittpunkt 

Ar, By)=3=r, 


folglich schneiden sich 





Arl'®y|j&z| in demselben Punkte 3= (BB,, a). 
welcher der Curve C“ angehören muss; wir haben also noch die beiden 
Uurvenpunkte 
(AA,,d) und (BB,a 

als der C® angehörig, wodurch sie dann mehr als bestimmt ist. 

3. Wir können noch auf eine zweite Weise zur Ermittelung des 
Ortes von 8 gelangen durch folgende Betrachtung: 

Durch den festen Punkt & ziehen wir einen Strahl z und nehmen 
denselben als Träger einer geraden Punktreihe 5, dieselbe projieiren wir 
von WA, und ®, aus auf die Geraden a und 5b und erhalten die Punkte 


Aya)=r Bb)=Y, 
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welche projeetive Punktreihen auf den Trägern a und 5 beschreiben, weil 
sie mit der von 3 beschriebenen Punktreihe perspectiv liegen: der Schnittpunkt 
(Ar, By) = 8 
wird daher einen Kegelschnitt X beschreiben, der dureh die Mittelpunkte 
AB der erzeugenden Strahlbüschel hindurchgeht; wo dieser Kegelschnitt 
x den Strahl x schneidet. da liegen offenbar Punkte $ des gesuchten Ortes. 
Drehen wir nun den anfänglichen Strahl x um den festen Punkt G. 

so verändert sich mit ihm auch der Kegelschnitt X”, er geht aber ausser 
durch X und B noch dureh zwei weitere feste Punkte; denn da der Strahl 
x beständig durch & geht, so wird, wenn die Schnittpunkte 

(CA,.aA)=a (EB,)=b, 
bezeichnet werden, der Schnittpunkt 

(Aa,. Bb,) 

immer auf dem Kegelschnitt X liegen: ferner wird, wenn 3 in die Ver- 
bindungslinie |U,B,| hineinrückt, was für jede Lage von x einmal statt- 
findet, und wir bezeichnen die Schnittpunkte 

HD) BAR 
der Schnittpunkt 

Ya, Bb) 

immer auf dem Kegelschnitt X” liegen müssen. Da derselbe durch vier 
feste Punkte geht, so beschreibt er bei der Bewegung von x ein Kegel- 
schnittbüschel mit den vier festen Grundpunkten 

U DB Aa,Bb) (Ma, Bb,). 
und es ist leicht zu erkennen, dass dasselbe in projeetiver Beziehung steht 
mit dem Strahlbüschel Cr. Denn trifft der veränderliche Strahl » (die 
Gerade AU) in 3, so fällt | Ur) mit |AQ,| zusammen, der Punkt 9 = (9,3. b) 
beschreibt eine mit dem Strahlbüschel |z| projeetive Punktreihe, |®y| ein 
mit demselben ebenfalls projeetives Strahlbüschel und der Schnittpunkt 
(Ar, By) =$ eine mit ihm projective Punktreihe auf dem festen Träger 
AA, Diese Gerade |AQ,), welche durch den Grundpunkt A des Kegel- 
schnittbüschels [X] geht, wird also von den Kegelschnitten des Büschels 
zum zweiten Mal in einer Punktreihe geschnitten, die mit dem Strahlbüschel 
I|x| projeetiv ist: folglich sind auch das Kegelschnittbüschel [X] und das 
Strahlbüschel || 








selbst mit einander projeetiv und erzeugen daher nach der 





€ 
= 
Ira 
EL 
iR 
3 
ur 
A 
DR 
Bi 
DES 


7% 
br 
7 
Til 
is: 
a 
ER. 
ER 
ar“ 
N, 
Pe 





nn ru 








Schroeter, zu den Grassmannschen Definitionen der Curve III. O. 1 


Chaslesschen Definition eine Curve dritter Ordnung 0, welche dureh die 
vier Grundpunkte des Kegelschnittbüschels und dureh den Mittelpunkt des 
erzeugenden Strahlbüschels hindurchgeht. w. z. b. w. 

Dass die so erzeugte C auch durch die übrigen, oben (2.) ange- 
gebenen Punkte hindurchgeht, ist leicht zu sehen und bedarf keiner weite- 
ren Ausführung; auch können wir noch weitere Punkte der C° angeben. 
z. B. (ab) und (AM, BB;). 

4. Die dritte Grassmannsche Definition, Nr. 5 in der oben ange- 
führten Abhandlung, (dieses Journal, Bd. 36, S. 178) lautet: 

„Der geometrische Ort eines Punktes, dessen Verbindungslinien mit 
drei gegebenen Punkten drei gegebene Gerade so schneiden, dass die drei 
Durehsehnittspunkte in gerader Linie liegen, ist eine Uurve dritter Ordnung.“ 

Nehmen wir in der Ebene drei beliebige Punkte 

AU B © 
und drei beliebige Gerade 
d b Ü 
an, die sieh in den Punkten 
b)=-A (a)=B (ab)=E 
schneiden, und suchen einen Punkt r von solcher Beschaffenheit, dass die 
drei Schnittpunkte 


Fa, Van (Hd, = (Ei, =, 


in einer Geraden z = |a,b,c,| liegen, dann müssen die vier Geraden 
DE ne 
ein vollständiges Vierseit bilden, dessen drei Paar Gegenecken 
A und a. Bund b, E und c, 


sind; da nun |rXl,| durch a,, |r®,| dureh b, und |r&,) durch c, gehen soll, 
so muss der Punkt r bekamntlich die Eigenschaft besitzen, nach den drei 
Punktepaaren 

A und U, Bund B, & und &, 


drei Strahlenpaare einer Involution zu senden; da aber diese drei Punkte- 
paare abgesehen von ihrer Zuordnung ganz willkürlich gegeben sind, so 
kommt die Grassmannsche Definition mit der von Cayley (Liouville, Journal 
de mathe@matiques tome 9, p. 287) ausgesprochenen überein: 
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„Le lieu d’un point P, qui se meut de telle maniere que les lignes 
mendes aux points AA', BB’, CC’ forment toujours un faisceau en invo- 
lution, est une courbe du troisieme ordre, qui passe par ces six points.“ 

Diese sechs Punkte, von denen drei die zuerst gegebenen A,B,G.. 
die drei anderen ABE& die drei Durchschnittspunkte der gegebenen Geraden 
abe sind, bestimmen vollständig die Curve dritter Ordnung, denn in die 
drei Paare 

AU, BB 66, 
geordnet ist jedes ein Paar conjugirter Punkte für die C®, welches den- 
selben Tangentialpunkt hat (Hesse: „Ueber Uurven dritter Ordnung“ dieses 
Journal Bd. 36, S. 151ff.), und es lässt sich immer aus zwei Paaren ein 
neues Paar eonjugirter Punkte der © ableiten, z. B. aus AU, BB, das Paar 
(AB,AB) und (AB,AB). 

und umgekehrt liefert jeder Punkt r der C'” mit emem Paar conjugirter 
Punkte verbunden zwei Strahlen, deren dritte Schnittpunkte mit der C° 
wieder ein Paar econjugirter Punkte sind, u. s. w., wie aus den Hesseschen 
Untersuchungen folgt. Es ist dies zugleich die einfachste Quelle, aus welcher 
die ganze T'heorie der Curven dritter Ordnung sich ableiten lässt, wie es 
der Verfasser a. a. O. versucht hat. Allein aus der Grassmannschen Defini- 
tion tritt weder die Bedeutung der gegebenen Bestimmungsstücke noch die 
charakteristische Eigenschaft derselben hervor, auch lässt sich nicht erkennen, 
wie Punkte des gesuchten Ortes gefunden werden können. Dagegen leuchtet 
unmittelbar ein, dass die Gerade x, auf welcher die drei Schnittpunkte a,b;c, 
liegen, eine Curve dritter Klasse A umhüllen wird bei der Bewegung des 
Punktes r, denn die dual gegenüberstehende Erzeugungsweise ist in diesem 
Fall gerade die Umkehrung der ersteren: 

Wenn eine gerade Linie in der Ebene sich so bewegt. dass ihre 
drei Schnittpunkte mit drei gegebenen Geraden, verbunden mit drei gegebenen 


oO 


Punkten, drei Strahlen liefern, welche dureh einen und denselben Punkt 
gehen, so umhüllt jene Gerade eine Curve dritter Klasse. 

9. Wir können auch nach demselben Prinzip. welches wir bei den 
ersten Zurückführungen (1. und 2.) angewendet haben, die dritte Grassmann- 
sche Definition auf die Chaslessche Erzeugungsweise zurückführen. 

Sind nämlich die Punkte 


A D, 6, 
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und die Geraden 
a l c 


gegeben, so wird ein Punkt $ von der Beschaffenheit gesucht, dass die drei 


Schnittpunkte 
SA,Aa=r RB,b)=y BE.lD=3 


auf einer Geraden |ry3 = x liegen. oder anders ausgesprochen. wii 
auf den Geraden abe drei solche in gerader Linie liegende Punkte 
ermitteln. dass die drei Strahlen 

Ar By 1613 
sich in einem Punkte $ schneiden. 

Zu diesem Behufe halten wir zuerst den Punkt r auf a fest un 
drehen um ihn einen Strahl, welcher 5b und e in 9 und x treffe: dann be- 
schreiben 9 und 3 perspectiv liegende gerade Punktreihen auf b und e, und 
der Schnittpunkt 

DB,Yy, 6,3) 
wird daher einen Kegelschnitt X erzeugen: wo dieser Kegelschnitt X deı 
festen Strahl |A,r| schneidet. da liegen offenbar zwei Punkte 5 des ge- 
suchten Ortes. 

Verändern wir nun zweitens den Punkt r auf der Geraden a, so dass 
also |A,r, ein Strahlbüschel beschreibt. so wird sich mit diesem Strahl 
Ar) = r auch der Kegelschnitt X” verändern und zwar ein Kegelschnitt- 
büschel mit vier festen Grundpunkten beschreiben: denn er geht offenbar 
durch die beiden festen Mittelpunkte ®, und &, der erzeugenden Strahl- 
büschel. sowie durch den Schnittpunkt 

be) =, 
weil die von y und 3 beschriebenen geraden Punktreihen immer Derspeetii 
liegen, und er geht endlich noch durch einen vierten festen Punkt: denn 
wo auch immer r auf a liegen mag. ein dureh vr gehender Strahl ist alle- 
mal a selbst: schneidet also a die Träger b und e in 

(ab)=& (ad)=), 

so ist offenbar 

(B,E,6,9) 
ein vierter fester Punkt des Kegelschnitts X”: letzterer durchläuft daher 
ein Kegelschnittbüschel mit den vier Grundpunkten 
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3 & A 86,68), 
während der Strahl |A,r| = r ein einfaches Strahlbüschel um A, beschreibt. 

Es ist nun leicht zu sehen, dass das Kegelschnittbüschel [X] zu 
dem Strahlbüschel |r| in projecetiver Abhängigkeit steht. 

Denn wo auch immer r auf a liegen mag, der Punkt 9 muss einmal 
in die Lage des Sehnittpunktes (B,V, b) gelangen, den wir bezeichnen 
wollen 

(BB,5b) = b; 

dann wird aber rb die Gerade e in 3 schneiden, also werden r und 3 per- 
spectiv liegende Punktreihen auf den Trägern «a und e beschreiben. Der zu 

zugehörige Kegelschnitt X” wird aber durch den Schnittpunkt (B,B, &,3) 
sehen, und dieser beschreibt auf der festen Geraden B,d eine mit 3, 
also auch mit r und daher auch mit x projective Punktreihe. Folglich 
schneidet das Kegelschnittbüschel [X] die durch den Grundpunkt ®, des- 
selben gehende feste Gerade BB in einer geraden Punktreihe, welche 
mit dem von dem Strahl x beschriebenen Strahlbüschel projeetiv ist, und 
daher stehen das Kegelschnittbüschel [X] und das Strahlbüschel x selbst 
in projeetiver Abhängigkeit von.einander; sie erzeugen also nach der Chasles- 
sehen Definition eine Curve dritter Ordnung, welche selbst durch die vier 
Grundpunkte des Kegelschnittbüschels und durch den Mittelpunkt des er- 
zeugenden Strahlbüschels hindurchgeht, w. z. b. w. 

Wir hätten auch, anstatt zuerst den Punkt vr auf a festzuhalten und 
um ihn einen veränderlichen Strahl |rvyz| zu drehen, zuerst y auf b oder 3 
auf e festhalten können, um dann in gleicher Weise zu operiren; dadurch 
hätten wir andere Kegelschnittbüschel und Strahlbüschel zur Erzeugung 
derselben © erhalten und als Grundpunkte derselben auch andere Punkte 
der C®, nämlich im Ganzen folgende neun: 

A, By 
A Y 
(BE,EDH (EA,AC (AB,BM. 
Durch diese neun Punkte ist die Curve 0" noch nicht vollständig bestimmt; 


I" 
wrr ( 


# 


sie bilden vielmehr eine Gruppe von neun assoelrten Punkten, weil sie zu 
je dreien auf drei Geraden liegen 

| d% € BE,EB 

ß a (&ın, 
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wir können aber leicht noch weitere Punkte der EC angeben, nämlich die 
drei Schnittpunkte 

D.E&,,0) (E&,A,6) (A,Dd.,c), 
wodurch die C® mehr als bestimmt ist: denn der Punkt $= (DL... «a 
nügt offenbar der geforderten Bedingung, weil für ihn v= (sA,,a) mits zu- 
sammenfällt, |3%,! und |&$6,| in !B,G&,! zusammenfallen. also die drei Strahlen 
A| yBı| 136} 


Durch diese Zurückführung ist zugleich der Zusammenhang zwischeı 


sieh in der That in s sehneiden. 


der Cayley-Hesseschen und der Chaslesschen Erzeugungsweise hergestellt. 
Da die €” dureh diese zwölf Punkte 
a ı 88,82 2, &,, Be 
Y BB (EA, AC) (EA. EN 


EC & (AB,B4 A,B,, AB 
bestimmt wird, und dieselben ungeändert bleiben, wenn wir U, mit A. DB 


mit Bd, G, mit & vertauschen, so erkennen wir auch diese drei Punktepaare 
als conjugirte Punkte der C und können weitere Eigenschaften der Curve 
daraus ableiten, wie es a.a. OÖ. geschehen ist. 

6. Grassmann hat a. a. 0, noch einige Erzeugungsweisen der Uurve 
dritter Ordnung angegeben, von denen die vorhin behandelten nur besondere 


oO 


Fälle sind. Auch diese alleemeineren Erzeugungsweisen sind nach dem- 
selben Prineip auf die Chaslessche Erzeugung vermittelst eines Kegelschnitt- 
büschels und eines mit demselben projeetiven Strahlbüschels zurückzuführen. 
Unter ‘geringer Veränderung der Bezeichnung lautet die Verallge- 
meinerung der ersten Grassmannschen Erzeugung (dieses ‚Journal Bd. 31 
S. 122) so: 
Wenn die festen Punkte 
BB BB: RB. EB 
und die festen Geraden 
a 7  \ 
gegeben sind, und ein gesuchter Punkt 5 vermittelst der Schnittpunkte: 


BRD er (ad m 


Jeruis A.,0)=L. 


$DB,5)=y4,yB,d)=%, (BD. 6) 49: --- (1 di. d, 


In 


zu der Geraden 


ty 
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führt, so wird durch die Bedingung, dass s durch $ gehen soll, der Ort von 
5 auf eine Curve dritter Ordnung EC’ und der Ort von s auf eine Üurve 
dritter Klasse &'" beschränkt. 

Wir suchen nun auf den Geraden a und b bez. zwei solche Punkte r, 
und y,, dass, wenn man aus ihnen in der angegebenen Weise die Punkte r 
und u ableitet, die drei Strahlen 

Ar! By] Imyi 
dureh einen und denselben Punkt 3 laufen. 

Hierzu halten wir zuerst den Punkt r, fest. dann bleibt auch der 
aus ihm abgeleitete Punkt ı fest, verändern aber y, auf 5, indem wir es 
eine gerade Punktreihe durchlaufen lassen, dann wird offenbar auch der 
aus Ihm abgeleitete Punkt y auf b, eine projeetive Punktreihe durchlaufen; 
also werden |By,| und |ry) zwei projeetive Strahlbüschel beschreiben, und 
der Schnittpunkt (By,,ıy) wird einen Kegelschnitt X durchlaufen, welcher 
durch D und r, die Mittelpunkte der erzeugenden Strahlbüschel, hindurch- 


= x schneidet, da 


zeht. Wo nun dieser Kegelschnitt X” den Strahl Ar, 
liegt offenbar ein Punkt 5 des gesuchten Ortes, denn es schneiden sieh als- 
dann drei Strahlen |Ar,) )®y.) |ry| in einem Punkte ®. 

Der Kegelschnitt X” geht aber ausser durch den Punkt ® noch 
durch drei andere feste Punkte; nämlich das Strahlbüschel |®Yy,) schneidet 
die Gerade 5b, in einer Punktreihe, die mit der von y durchlaufenen projeetiv 
ist: es kommt also im Allgemeinen zweimal vor, dass der Strahl |By,| durch 
den Punkt 9 selbst hindurehgeht. Die beiden Doppelpunkte B und O dieser 
beiden auf b, ineidenten projeetiven Punktreihen sind also immer zwei Punkte 
des Kegelschnitts X”, weil sich in ihnen zwei entsprechende Strahlen |By,| 
‚ry! schneiden, wo aueh r, und der daraus abgeleitete Punkt r liegen mag. 
Sind ® und Q eonjugirt-imaginär, so werden sie dureh eine reell eonstruir- 
bare elliptische Punktinvolution vertreten, die aus den beiden incident lie- 
senden projeetiven Punktreihen abzuleiten ist. (9. Steiners Vorles., II. Th., 
S. 50.) Endlieh muss, wo auch r auf a, liegen mag, allemal ein Strahl 
des veränderlichen Strahlbüschels |ry) in den Strahl a, hineinfallen, also 
wird y=(a,b,). Diesem entspricht ein bestimmter Punkt y,, der in be- 
stimmter Weise durch das Construetionsschema aus dem Punkt y = (a,b,) 
abzuleiten ist; der Kegelschnitt X wird daher immer durch den Sehnitt- 
punkt WR des Strahles |Wyi| 


| mit a, hindurchgehen müssen, und enthält so- 
mit die vier festen Punkte BPON. Verändern wir nunmehr r, auf «, so 

















rl 
er 
4 


RE 25... 





IR 


sch 
Ra 5 r 
RE EEE Bat, 





2 





Schroeter, zu den Grassmannschen Definitionen der Curve III. O, 


verändert sich zwar der Kegelschnitt X”: er beschreibt aber ein Kegel- 
schnittbüschel mit den vier Grundpunkten BPON, während Ur, = r ein 
Strahlbüschel um den Mittelpunkt A beschreibt. 

Es leuchtet aber auch ein, dass das Kegelschnittbüschel [X] mit 
dem Strahlbüschel x projeetiv ist; denn da der feste Grundpunkt W auf 
der Geraden a, liegt und auf der letzteren Geraden auch der zweite Schnitt- 
punkt r, in welchem der Kegelsehnitt X die Gerade a, schneidet, so ist 
das Kegelschnittbüschel [X] mit der von r beschriebenen Punktreihe pro- 


jeetiv; diese ist aber mit der von x, beschriebenen Punktreihe projeetiv, 


wie aus dem Üonstructionsschema hervorgeht, also auch mit dem Strahl- 
büschel Ar, = x. Das Kegelschnittbüschel [X] ist daher mit dem Strahl- 
büschel x projeetiv, und die Schnittpunkte entsprechender Elemente der 
beiden projeetiven Gebilde erzeugen daher eine Curve dritter Ordnung C 
den gesuchten Ort des Punktes s. 

Die C geht bekanntlich dureh die vier Grundpunkte des erzeugenden 
Kegelschnittbüschels und dureh den Mittelpunkt des erzeugenden Strahl- 
büschels. Vertauschen wir r mit 9 und stellen die analoge Betrachtung an, 
so erhalten wir folgende acht Punkte der 0; 

U, BB und Od (auf db), NW (auf a, 
BB WW und OO (aufa,), NR (auf b,), 
durch welche die C noch nieht vollständig bestimmt ist. 

Wir erhalten aber sofort einen neunten Punkt der Curve, wenn wir 
in dem Kegelschnittbüschel [BRON), dessen Gegenpunkt X ist, den in das 
Linienpaar WO DW ausgearteten Kegeischnitt auffassen: ihm muss der 
Strahl AN entsprechen, weil BO b, zum dritten Mal in # der (0° be- 
gegnet, folglich ist auch der Schnittpunkt 


(AN,BR) = 


(9) 


ein Punkt der C®, und nun haben wir neun Punkte der €”, die zu ihrer 
Bestimmung ausreichen; denn sie bilden keine Gruppe von neun assoclirten 
Punkten, weil BON auf der Geraden b,, WON auf a, liegen, UBS aber 
nicht auf einer (Geraden liegen können. 

Dass die Gerade $ eine Uurve dritter Klasse K umhüllt, folgt aus 
der Umkehrung der vorigen Betrachtung, welche zugleich die ihr dualistisch 


serenüberstehende ist. 


‘. Die Verallgemeinerung der zweiten und dritten Grassmannschen 
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Erzeugungsweise (dieses Journal, Bd. 56, S. 181) zerfällt in zwei Arten. 
deren erste unter Abänderung der Bezeichnung so lautet: 
Wenn die festen Punkte 
ABE, ADC, BC, ... UB,E, 
und die festen (Geraden 


5, BA Sol +: MET 


gegeben sind, und ein gesuchter Punkt 5 vermittelst der Schniltpunkte 


G; U, a) = U, ( r, U,. d,) = U), .8:® ( sc A, 1» a ı) — in . ( l, 2. a,) — T, 


n n \ 
\ 


DB, a de ee 


\ 


157 


\ u u ),. (y, Du b,) = U. 


SL), Gb,ca)=in -:- rn a) ln) 
zu den drei Punkten xyz führt, so wird durch die Bedingung, dass ıy3, auf 
einer Greraden s liegen sollen, der Ort von 5 auf eine Curve dritter Ordnung 
2 und der Ort der zugehörigen Geraden s auf eine Curve dritter Klasse 
beschränkt. 

Wir erhalten die sämmtlichen Geraden in der Ebene, indem wir zuerst 
den Punkt vr auf a, festhalten und um ihn eine Gerade drehen, sodann 
die ganze Gerade a, durchlaufen lassen und jedesmal die vorige Operation 


wiederholen. Bei der ersten Bewegung beschreiben 9 und 3 zwei perspectiv 


liegende Punktreihen auf den Trägern b, und e,, während der Punkt r auf 


sehen aber die Punkte v,y,3, dureh 


a, fest bleibt. Aus den Punkten ry3 
das Uonstructionsschema hervor: 

Re A) Fe 

HB, a: BB are. De 

(56, 61) = dur (nbaız En) = da + (bir) = zu 
mithin bleibt mit x auch der Punkt r, fest, während y, und 3, auf den Trä- 
gern b und e Punktreihen durchlaufen, die mit den von y und 3 durchlau- 
fenen projeetiv sind, also auch unter einander; die Strahlen By, &3, be- 
schreiben also zwei projeetive Strahlbüschel und erzeugen einen Kegelschnitt 
*%, welcher den Strahl Ar, =x in Punkten 5 des gesuchten Ortes treffen 
wird, weil in diesen sich drei entsprechende Strahlen Ar, By, Ez, be- 
gegnen. Wir erhalten also auf jedem durch A gezogenen Strahl x zwei 
Punkte $ des gesuchten Ortes als die Schnittpunkte mit einem bestimmten 
Kegelschnitt X, der durch die Mittelpunkte BE der ihn erzeugenden Strahl- 
büschel hindurehgeht. 
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Verändern wir nun den Punkt r auf a,, so verändert sich mit ihm 
auch r, und beschreibt eine mit der von r durehlaufenen projeetive Punkt- 
reihe auf dem Träger a, also Ar, = x ein mit der Punktreihe (vr) projec- 
tives Strahlbüschel. Gleichzeitig verändert sich aber auch der Kegelschnitt 
X; dieser geht ausser durch B und & noch durch zwei weitere feste 
Punkte. Da nämlich die von 9 und 3 beschriebenen Punktreihen allemal 
perspeetiv liegen, so fallen in den Schnittpunkt ihrer Träger 


u, 6) = 
immer zwei entsprechende Punkte zusammen; die aus y=a und 3=a dureh 
das Uonstructionsschema abgeleiteten Punkte yj3; liefern also mit ® und & 


verbunden ein Paar Strahlen, deren Schnittpunkt 
(By,&z) = P 
immer dem Kegelschnitt X” angehören wird. 

Andrerseits giebt es in jedem Strahlbüschel, dessen Mittelpunkt v ist, 
einen Strahl, nämlich a,, der allen solehen Strahlbüscheln gemeinschaftlich 
ist; bezeichnen wir also die Schnittpunkte 

aa) (ae)=b 
und nehmen y=c, 3=b, so werden die aus ihnen dureh das Constructions- 
schema abgeleiteten Punkte y; und 3} bez. mit B und 6 verbunden einen 
Schnittpunkt 
By,ez)=cü 

liefern, der offenbar immer dem Kegelschnitt X angehören muss. Dieser 
kann sich daher nur in der Weise verändern, dass er ein Kegelschnitt- 
büschel mit den vier Grundpunkten BERXU beschreibt, während v um U 
ein Strahlbüschel beschreibt. 

Es ist aber auch leicht zu sehen, dass das Kegelschnittbüschel [X ” 
und das Strahlbüschel = in projectiver Beziehung zu einander stehen. Denn 
halten wir einen beliebigen Punkt y auf 5b, fest und drehen um ihn einen 
Strahl, welcher in r und 3 den Geraden a, und e, begegnet, so beschreiben 
v und 3 perspectiv liegende, also projeetive Punktreihen; von den durch das 
Constructionsschema aus 193 abgeleiteten Punkten r,9,3, bleibt y, fest, v, 
und 3, beschreiben aber eerade Punktreihen, die mit den von r und x be- 


schriebenen, also auch unter einander projeetiv sind; Ar, ist nun ein Strahl 
des Strahlbüschels x und der Schnittpunkt (By,, E3,) ein Punkt des zuge- 
hörigen Kegelschnitts X”, welcher den festen Strahl ®y, in dem Grund- 


ı 
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punkt B und dem veränderlichen Punkt (By,, 63,) schneidet; das Kegel- 
schnittbüschel [X] ist bekanntlich projeetiv mit einer Punktreihe, die auf 
einem durch den Grundpunkt B gezogenen festen Strahl von den Kegel- 
schnitten des Büschels ausgeschnitten wird, also sind auch das Kegelschnitt- 
büschel [X] und das Strahlbüschel xz unter sich projeetiv. Die Schnitt- 
punkte entsprechender Elemente der beiden projeetiven Gebilde erzeugen 
daher eine Curve dritter Ordnung C°), den Ort des gesuchten Punktes 2. 
Die Curve € geht durch die Grundpunkte BEPU und U; ver- 

tauschen wir v mit y, oder v mit 3 und führen dieselbe Construction aus, 
so erhalten wir andere erzeugende Büschel und andere Grundpunkte, näm- 
lich, wenn wir bezeichnen 

By.) =F ba, AMM)=-F Ar. By) = 

By,CHh)=-D u, AH) =D Au dı)=Q,, 


so sind die Grundpunkte 


des ersten Büschels BEB Q und der Gegenpunkt X, 


- zweiten - SAPO - _ - 4 P B, 
- dritten - ABPO - - - a > 


wir erkennen aber aus der vorigen Bezeichnung, dass folgende je drei 


Pr 


Punkte immer in einer Geraden liegen müssen 
AO BED CPO, 
ADP DBOP COE, 
und hieraus sehen wir, dass die neun Punkte 


ABE PERF OOO 


noch nicht ausreichend sind zur Bestimmung der CO 










,„ vielmehr eine Gruppe 
von neun assoclirten Punkten bilden, weil sie die Durehschnittspunkte der 
in der ersten Reihe stehenden drei’ Geraden mit den in der zweiten Reihe 
stehenden drei Geraden sind. Wir können indessen leicht noch weitere 
Punkte der C° ermitteln, mit deren Hülfe dann die Curve vollständig be- 
stimmt ist. Wählen wir aus dem Kegelschnittbüschel BEBO)LX"| den- 
jenigen besonderen Kegelschnitt, welcher aus dem Linienpaar BGE und 
PO besteht, so werden wir den ihm zugehörigen Strahl x = Ar, da- 
durch erhalten, dass wir für 
y = 5 > (be) 


wählen, weil in diesem Falle die beiden X erzeugenden Strahlbüschel per- 
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spective Lage haben müssen. Aus den Punkten y, = 3, = (be) werden dann 
durch das Constructionsschema die Punkte 9 und 3 abgeleitet, ihre Ver- 
bindungslinie schneidet a, in r, und aus dem Punkte r wird wiederum durch 
das Construetionsschema rückwärts der Punkt r, abgeleitet: seine Verbin- 
dungslinie mit A liefert den zugehörigen Strahl Ar, = x, welcher das 
Linienpaar BE und BO in zwei neuen Punkten $ schneidet, die der C" 
angehören; auf diese Weise erhält man im Ganzen sechs neue Punkte und 
hat also mit den vorigen mehr, als zur Bestimmung der Curve nothwendig sind. 

Dass die Gerade s, welche den Forderungen der Aufgabe genügt, 
eine Uurve dritter Klasse $ umhüllt, folgt aus der Umkehrung der vori- 
gen Betrachtung, welche zugleich die ihr dualistisch gegenüberstehende ist. 

8. Die zweite Art der Grassmannschen Veralleemeinerung kann in 
folgender Weise ausgesprochen werden: 

Wenn die festen Punkte 


ABE, ABC, AWBE. 2... AWLBE. BC 
und die festen (reraden 
a EEE TE ER RE - 


gegeben sind und ein gesuchter Punkt 5 vermittelst der Schnittpunkte 


TEE Aue 77 PORN E DE PERRerE € eG EEE SED © AR 
(ST . b) — U, « (Y: Dar . b,) — 0». 0er ur e D_ |“ b 1) ° ne. 
2 fr N a v4 nd ö \ b. A „m ru h n r 2 

(SB. C) u 31» (3,8,. C,) - N?» Mn An—ı (5 W ( 1) \ 


zu den drei Punkten 1,y,3. führt, so wird durch die Bedingung, dass die drei 
Strahlen 


AU n En Y n l) n Ö A h 


sich in einem und demselben Punkte 5 schneiden sollen, der Ort von 5 auf 
eine Curve dritter Ordnung EC und ebenso der Ort von $ auf eine zweite 
Curve dritter Ordnung €“ beschränkt. 

Um Punkte 5 des gesuchten Ortes zu erhalten, bedienen wir uns 
desselben vorhin angewendeten Prinzip. Wir ziehen nämlich durch NW, 
einen beliebigen Strahl x und halten denselben zuerst fest, bewegen aber 
auf ihm einen veränderlichen Punkt 8, der eine gerade Punktreihe auf x 
durchläuft; dann werden D,3 und E,3 zwei perspeetiv liegende, also 
projeetive Strahlbüschel beschreiben, während (U,3) = x fest bleibt: nun 
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folgen aus $ rückwärts vermittelst des Constructionsschemas die Punkte: 
(DB, 5, b„-ı) .- U; (9,8,- 19 b, ,) Fu y.-ı h) Y, 0, —2)9 b, 3) _ U)._.; > Msälier DB, b) b) — U, 


su x x . 
(6,8 ‚N) > I (3, ß, Is C„_2) = nr (ni &, 24 6.3) = in 9, ° („0,, c) = A; 


( AU „8, d, 1) . er (T, U n—1}? 4,_:) non ni ’ (X, 1 A,_.; d,_3) ur In ne (t. A, ’ a) u L, I 


und bei der Bewegung von $ bleibt der Punkt r,, also auch der aus ihm abge- 
leitete Punkt r, fest, während y, und 3,, also auch die aus ihnen abgeleiteten 
Punkte y, und 3, projective Punktreihen beschreiben; der Schnittpunkt 
By,, 63) = 

beschreibt daher einen Kegelschnitt X”, der durch die Mittelpunkte ® und 
& der beiden erzeugenden Strahlbüschel hindurchgeht. Wo nun dieser 
Kegelschnitt X” den festen Strahl ‘Ur, schneidet, da liegen offenbar zwei 
Punkte 5 des gesuchten Ortes, denn in einem solchen Punkte werden sich 
die drei Strahlen Ar, By, &3, treffen. 

Lassen wir nun eine zweite Bewegung in die Figur eintreten, indem 
wir den Strahl z& um den gegebenen Punkt U, drehen, also ein Strahlbüschel 
beschreiben lassen, wiederholen aber jedesmal die vorige Bewegung, so 
wird sich mit dem Strahl x auch der Kegelschnitt X” verändern: derselbe 
seht indessen ausser durch ® und & noch durch zwei weitere feste Punkte; 
denn da die beiden von B,$ und 6,3 beschriebenen Strahlbüschel alle- 
mal perspectiv liegen, so fallen auf 8,6, immer zwei entsprechende 
Strahlen der perspectiven Strahlbüschel zusammen; bezeiehnen wir also die 
Verbindungslinie 

9.6, = 4A, 
so schneidet A die beiden Träger b,_, und e,_, allemal in zwei entsprechen- 
den Punkten (Ab,_,) =Y,. (Ace, ,)=3,, aus denen durch das Constructions- 
schema wieder zwei entsprechende Punkte y; 
Sehnittpunkt 


A u ne = ıp 
und 37 hervorgehen, und der 


891,65) = P 
wird daher immer ein Punkt des Kegelschnitts X sein. Andererseits wird, 
wie sich auch der Strahl x um X, drehen mag, der auf ihm veränderliche 
Punkt 5’ immer einmal in die Lage von U, selbst gelangen, folglich werden 
BU =-C und 6&,4A|=B 


immer ein Paar entsprechende Strahlen der beiden perspectiven Strahl- 
büschel (B,) und (&,) sein; aus diesen gehen die Punkte (C,b,_,)=Y,, 
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pw 


(B,e,_,) = 3, und aus y, und 3, durch das Construetionsschema die Punkte 


y; und 3, hervor, die bez. mit ® und & verbunden einen Sehnittpunk‘ 


(By, Car) = Q& 


1, nr 


liefern, der offenbar immer dem Kegelschnitt X” angehören muss. 

Der Kegelschnitt X” beschreibt also bei der zweiten Bewegung ein 
Büschel mit den vier festen Grundpunkten BERUO, während r,, also auch 
der aus ınm durch das Gonstructionsschema abgeleitete Punkt r, eine gerade 
Punktreihe auf a, also Ar, ein Strahlbüschel X beschreibt. 

Das Kegelschnittbüschel (BERO)R”]| und das Strahlbüschel U A 
stehen, wie leicht zu sehen ist, in projeetiver Abhängigkeit von einander: 
denn halten wir einen beliebigen Punkt y, auf b,_, fest, ziehen B,y, und 
bewegen auf diesem Träger einen veränderlichen Punkt &, so werden 
AU,s und E,5  perspeetive Strahlbüschel, also r, und 3, projeetive Punkt- 
reihen und die aus ihnen durch das Gonstructionsschema abgeleiteten Punkte 
r, und 3, ebenfalls projeetive Punktreihen beschreiben, während y, fest bleibt: 
der Schnittpunkt (By,, &3,) ist aber der zweite Schnittpunkt (ausser ®) des 
veränderlichen Kegelschnitts X” mit dem festen Strahl By, , beschreibt 
daher eine gerade Punktreihe, die mit dem Kegelsehnittbüschel selbst pro- 

y1 
Strahlbüschel beschreibt, so wird das Kegelschnittbüschel BERD)XR”]| mit 
dem Strahlbüschel &O X in projeetiver Beziehung stehen. 


jeetiv ist, und da der Strahl Ar, ein mit der Punktreihe 3, projeetives 


Die Schnittpunkte entsprechender Elemente der beiden projectiven 
(sebilde erzeugen daher eine Curve dritter Ordnung €, den Ort des xze- 
suchten Punktes s. 

Die Curve EC” geht durch die Grundpunkte BEPUO und A: ver- 
tauschen wir VW, mit 3,, oder WU, mit &, und führen dieselbe Construetion 
aus, so erhalten wir andere erzeugende Büschel und andere Grundpunkte 
derselben. nämlich, wenn wir bezeichnen 


By, E)-R, (EMUNI-P. Ad, By) = P”, 
By,cluH)=d, (Cu, AT)=D, Ar, dy)=D 
so sind die Grundpunkte 
des ersten Büschels (BEP SG) und der Gegenpunkt U. 


/ 
J3# 


.. 


- zweiten i (EAP ON f i 


dritten 








S4 Schroeter, zu den Grassmannschen Definitionen der Curve III. O. 


wir erkennen aber aus der obigen Bezeichnung, dass immer folgende je 
drei Punkte auf einer. Geraden liegen: 

APO BPVD CRD, 

ATO BED CPOD, 
und sehen daraus, dass die neun Punkte 

ABE PEP ID 
nicht zur Bestimmung der C“ ausreichen, vielmehr eine Gruppe von neun 
assoclirten Punkten bilden, weil sie die Durchschnittspunkte der drei in der 
ersten Reihe stehenden Geraden mit den drei in der zweiten Reihe stehenden 
(seraden sind. 

Wir können indessen leicht noch weitere Punkte der C® ermitteln, 
mit deren Hülfe dann die Curve vollständig bestimmt ist. Dies geschieht 
in ganz gleicher Weise wie in dem vorigen Fall (Nr. 7) und braucht also 
nicht wiederholt zu werden. Auch ist unmittelbar durch Umkehrung er- 
sichtlich, dass der Punkt $ ebenso eine Curve dritter Ordnung beschreibt 
wie 5. Die dual gegenüberstehende Erzeugungsweise führt zu zwei Uurven 
dritter Klasse. 

Breslau, im Juli 1888. 
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Ueber eine specielle Fläche vierter Ordnung mit 


\ Doppelkegelschnitt. 
' (Von Herrn F. Rudio in Zürich.) 


I. einer im 95. Bande dieses Journals enthaltenen Abhandlung habe 
ich mich mit denjenigen Flächen beschäftigt, deren Krümmungsmittelpunkts- 


© flächen confocale Flächen zweiten Grades sind, und namentlich gezeigt, wie 
4 mit Hülfe derselben auf elementare Weise die Jacobische Integration der 
1 Differentialgleichungen der auf den Flächen zweiten Grades befindlichen 


geodätischen Linien gewonnen werden kann. (Vergl. auch Cayley, „On 
Rudio’s inverse centro-surface,* Quarterly Journal Bd. 22.) 
Die in jener Abhandlung hergeleiteten Itesultate reichen nun auch 





vollständig aus zur Untersuchung der Mittelpunktsflächen derjenigen Strahlen- 
systeme vierter Ordnung und vierter Klasse, deren Brennflächen confocale 
Flächen zweiten Grades sind. In der That, die beiden «onfocalen Flächen 
zweiten Grades seien gegeben durch die Gleichungen 
a’ RE. 2” A > 


R | ——] ver N 
a—i b-4 c—4 au b-u  c-—u 


=], 
Man wähle einen beliebigen Punkt P der Fläche (4) mit den rechtwink- 
ligen Coordinaten x, y, z und den elliptischen Coordinaten z, ve aus. Dann ist 


Pr Bu zu Pan 3 /., . 
= (a1) (a—u)(a—v) (b-u)b—r) a (e—u)(c—r) 


/ (a—b)(a—c) ' Fe) (b—-c)(b--a) ’ ” \ 7 (e-a)(c—b) 
Durch P gehen nun zwei gerade Linien, welche die beiden Flächen (% 
und (1) berühren. Eine von diesen gemeinschaftlichen Tangenten wähle 
man aus, ihr Berührungspunkt mit der Fläche («) sei P,. Bezeichnet man 
dann den Abstand der beiden eonjugirten Punkte P und P, mit r und die 
Richtungscosinus der Geraden PP, mit 5, n, C, so gelten die Formeln 


> 
u— & ( U u-u V:  u—o\ 
— — & .=7T 
U—V 


ur ter ) 

U u-u, (7 u-o\ r [ U nu—u + V u-v\ 
7 — Y = . = 2 J - _ Z \ ® 1 % 
b-u vc—u b-v u—ı = d—8 c—-v u—v- 
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wenn zur Abkürzung gesetzt wird 
(a—n)(b—u)(ce—u) Y / (a—r)(b-v)(e—r) 
Ga > FI Tao 
Die Formeln für $, 7, ©, welche Herr Cayley in der oben eitirten Arbeit 


ÜU= | 


erwähnt, sind besser durch die hier entwiekelten zu ersetzen. 
Die Gleichungen der Mittelpunktsfläche des zu den beiden Flächen 
gehörigen Strahlensystems lauten jetzt 


(ı\ \ 
(1) und (u) & 


2 =a+4lr!, Y=y-4lın, #°=3+41rl, 
wodurch also die Coordinaten =’, y', z eines beliebigen Punktes der 'ge- 
dachten Fläche als algebraische Funetionen zweier unabhängigen Variabeln 
u und © dargestellt sind. 

Indem ich auf eine genauere Untersuchung dieser Flächen bei einer 
späteren Greelegenheit zurückzukommen gedenke, will ich hier nur einen 
ganz speeiellen Fall herausgreifen, der seiner ausserordenilichen Einfachheit 
wegen vielleicht allgemeineres Interesse beanspruchen kann. 

Zu den von mir in meiner Inauguraldissertation und dann später in 
der oben erwähnten Abhandlung studirten Flächen gehört nämlich auch als 
äusserster Specialfall die Dapinsche Cyklide, deren Krümmungsmittelpunkts- 
flächen bekanntlich in die beiden Focalkegelschnitte eines Systems confo- 
caler Flächen zweiten Grades degeneriren. Es entspringt daher die Aufgabe, 
die Mittelpunktsfläche desjenigen speciellen Strahlensystems vierter Ordnung 
und vierter Klasse zu bestimmen, dessen Brennflächen sich auf jene beiden 
Focalkegelschnitte redueiren. Diese Fläche wird aber dureh eine sehr 
elementare Gonstruetion gewonnen. 

Seien die beiden Focalkegelschnitte, von denen die Ellipse in der 
XY-Ebene, die Hyperbel in der XZ-Ebene liegen mag, durch die Glei- 
chungen gegeben 
+5 Seh @-5=1 @=e-9). 

Verbindet man einen beliebigen Punkt P der Focalhyperbel mit allen 
Punkten der Focaleliipse, so bilden die Mittelpunkte aller dieser Verbindungs- 
linien eine zu der Focalellipse ähnliche Ellipse mit den Halbaxen 4a und 4b. 
In der Ebene dieser letzteren befindet sich aber noch eine zweite, dazu con- 
gruente Ellipse, welche ebenfalls auf der zu construirenden Fläche liegt und 


von dem zu P symmetrisch eeleeenen Hvperbelpunkte herrührt. Jede zur 
« be) tem) [7 


XY-Ebene parallele Ebene schneidet also aus unserer Fläche ein Paar con- 
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gruenter, zur Focalellipse ähnlicher Ellipsen mit den Halbaxen Ja und Ib aus. 
Eine einfache geometrische Betrachtung lehrt, dass die beiden eongruenten 
Ellipsen, welche von der Ebene z = k aus der Fläche ausgeschnitten werden, 
sich in zwei reellen, von einander verschiedenen Punkten der YZ-Ebene 


2 2 
> und + = befindet. Insbesondere 
C C 


— — 


treffen, solange % sich zwischen 


schneidet die X Y-Ebene aus der Fläche zwei eongruente Ellipsen aus, die 


. . * r Bu I) 
sich in den beiden Punkten y = + ” der Y-Axe begegnen. Für k=+, 
{ A 2 Zc 
berühren sich die beiden Ellipsen der zwei entsprechenden Paare in den 
b’ ö er b? i i RE ; 
Punkten z= + 5, (der Z-Axe; für 4 > ,, sind die Ellipsen eines 
=C C 


Paares vollständig von einander getrennt. Da die Mittelpunkte aller der 
erwähnten zu einander eongruenten und parallelen Ellipsen auf der zur 


D 
Eu Pa 


L PC) 
1 „\3 \2 
(35€) (4b) 


Fläche durch die Bewegung einer Ellipse mit den Halbaxen 4a und Ib er- 
zeugt werden, deren Mittelpunkt diese Hyperbel durchläuft, während ihre 


Focalhyperbel ähnlichen Hyperbel 1 liegen. so kann die 


Axen parallel den entsprechenden Axen der Focalellipse bleiben. 

Die Fläche kann aber auch noch auf eine zweite Art erzeugt werden. 
die natürlich eine Folge der ersten Erzeugungsart ist, indem man umgekehrt 
die Focalhyperbel der Reihe nach von den einzelnen Ellipsenpunkten aus pro- 


jieirt und jedesmal die Erzeugenden des projieirenden Kegels halbirt. Man er- 


kennt dann sofort, dass jede zur XZ-Ebene parallele Ebene aus der Fläche 
ein Paar congruenter Hyperbeln ausschneidet, die zur Focalhyperbel ähnlich 
sind. Die beiden eongruenten Hyperbeln, welche von der Fläche y= % aus 


der Fläche ausgeschnitten werden, treffen sich in zwei reellen, von einander 
b° 


verschiedenen Punkten der YZ-Ebene, solange 4 sich zwisehen > und 
. a befindet. So schneidet insbesondere die XZ-Ebene aus der Kläche 
zwei congruente Hyperbeln aus, welche sich in den beiden Punkten 3 = + n 
der Z-Axe begeenen. Für k= + = berühren sich die beiden Hyperbeln 
der zwei entsprechenden Paare in den Punkten y = + = der Y-Axe. 
Nimmt endlich % die Werthe von z bis 4b, oder von 2 bis — Ib 


an, so haben die Hyperbeln eines Paares keine reellen Scehnittpunkte mehr, 
sie nähern sich einander unaufhörlich und fallen für k= + !b vollständig 


zusammen, sodass die beiden Ebenen y = +15 und y \b die Fläche längs 
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je einer Hyperbel berühren. Diese beiden Hyperbeln entsprechen den 
Scheiteln der kleinen Axe der Focalellipse als Projeetionscentren und sind 
zugleich der Ort der Scheitel der kleinen Axen der oben besprochenen 
Ellipsenpaare. Die ganze Fläche liegt zwischen den beiden Ebenen y= +}b. 
Da die Mittelpunkte aller der erwähnten zu einander congruenten und paral- 
R 
CO 
liegen, so kann die ‚Fläche durch die Bewegung einer Hyperbel mit den 
Halbaxen Je und 4b erzeugt werden, deren Mittelpunkt diese Ellipse durch- 
läuft. während ihre Axen parallel den entsprechenden Axen der Focal- 
hyperbel bleiben. 


lelen Hyperbeln auf der zur Focalellipse ähnlichen Ellipse 


Um endlich die Gleichung der Fläche zu erhalten, wähle man auf 
der Focalellipse den Punkt P, mit den Coordinaten z,, y,, auf der Focal- 
hyperbel den Punkt P, mit den Coordinaten x,, 3, und eliminire aus den 
Gleichungen 


— 


PR 2,9 Be 
2 I(2- 2), > Iyı, 3 = „2, z 4 p: ==], 0? -— p: =] 


die Grössen 7,. 9, %. 2. Das hesultat der einfachen Rechnung lautet 
da’y-+4cz—b) = 8b’r’(a’b’+b’e— 2b’ r’— La’y’+4c’ 3”). 

Die Gleichung ist also von der Form °=4p’w (Vergl. Kummer, dieses 

Journal, Bd. 64.) und stellt daher eine Fläche vierter Ordnung mit einem 

Doppelkegelschnitt dar. Dieser in der YZ-Ebene gelegene Kegelschnitt 

der Ort der Sehnittpunkte der oben besprochenen Ellipsenpaare resp. Hyperbel- 


paare — ist die Ellipse 
day--Icz—-b" = 0 
r 1 bh b’ . N \ 
mit den Halbaxen ,„, und ,,. wie auch aus der oben gegebenen Con- 


struction der Fläche tolgt. 


Zürich. den 8. Deeember 1887. 
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Das Potential homogener ringförmiger Körper, 
insbesondere eines Ringkörpers mit Kreisquerschnitt. 


(Von Herrn Züge in Lingen.) 


Ringkörper sollen im Folgenden solche Körper genannt werden, die 
man sich durch Rotation eines ebenen begrenzten Flächenstücks um eine 
dasselbe nicht schneidende Gerade 








entstanden denken kann. 

Um das Potential eines solehen, mit Masse von überall gleicher 
Dichtigkeit (die wir gleich 1 setzen) erfüllten Körpers zu bestimmen, denken 
wir uns denselben zunächst mit einem festen, rechtwinkligen Coordinaten- 
systeme verbunden. Auf dies System bezogen habe ein beliebiger Punkt 


die Ringaxe 


des Körpers die Coordinaten £, n, Z, ein vom Körper angezogener materieller 
Punkt die CGoordinaten «, 9, 7. Die Z-Axe sei die Ringaxe. Dann ist, 
wenn e die Entfernung beider Punkte, ausgedrückt durch die Coordinaten 
derselben, bezeichnet, das Potential des Ringkörpers 


a) u= (fee 


wobei die Integration auf alle Punkte des Körpers auszudehnen ist. 

Statt jener Coordinaten wollen wir eylindrische Coordinaten einführen. 
Denkt man sich durch einen beliebigen Punkt und die Ringaxe eine Ebene 
gelegt — der Kürze wegen soll jede solche die Ringaxe enthaltende Ebene 
Meridianebene genannt werden —, ferner eine gerade Kreiseylinderfläche 
mit dem Radius r construirt, deren Axe die Ringaxe ist, und betrachten wir 
die Schnittlinie beider Flächen als Z-Axe, die Schnittlinie der Meridianebene 
und der ZH-Ebene als X-Axe eines ebenen rechtwinkligen Coordinaten- 
systems, so ist die räumliche Lage des Punktes bestimmt durch die auf 
dieses System bezogenen Uoordinaten z und z und durch den Winkel y, 
den die Meridianebene mit einer andern, festen Meridianebene bildet. Letztere 
möge mit der ZZ-Ebene den Winkel & einschliessen. Setzen wir noch 
fest, dass die negative X-Axe vom Üoordinatenanfang nach der Ringaxe 
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zu sich erstreeke und dass die Z-Axe mit der Z-Axe in Bezug auf posi- 
tive und negative Richtung übereinstimme, so hängen die Coordinaten 
beider Systeme durch folgende Gleichungen zusammen: 


2) &5=(r+m)eos(p—-Ed), n=(r+zr)sinpy-—e), 5=2. 

Um das Potential in den neuen Coordinaten auszudrücken, kann man das 
Volumenelement bestimmen entweder mit Hülfe der aus den Relationen (2.) 
sich ergebenden Functionaldeterminante, oder man kann folgende geometrische 
Betrachtung zu Grunde legen: Wird der Körper durch unendlich viele 
Meridianebenen, ferner durch eine Schaar unendlich naher, der ZH-Ebene 
paralleler Ebenen und durch eine Schaar unendlich naher, paralleler gerader 
Kreiseylinderflächen geschnitten, so wird er in rechtwinklige, parallelopipe- 
dische Elemente zerlegt, deren Volumen ausgedrückt wird durch (r+x) dp dxdz. 
Es ist daher 


(3.) Bi Spk 2? 


Bezeichnen wir das Flächenelement dreds kurz mit dw, so ergiebt sich 


aus (3.) 
U=r/ [er fap fr 


Hier ist nach ® über die durch eine Meridianebene entstehende Schnittfigur, 
dann nach über den Umfang des Einheitskreises zu integriren. Das 


Integral / 


"dv . ’ R . n 
- ist aber das Potential der Schnittfigur, welches für ver- 
Ce 


schiedene specielle Fälle bekannt ist und das im Folgenden mit V bezeichnet 


E2larz do . ' 
werden soll. In demselben sowohl wie in dem Integral / „ Ist e eine 


Funetion der neuen Coordinaten des Punktes P, die wir mit a, c, g, be- 
zeichnen wollen, und der Coordinaten eines Punktes der Schnittfigur x, z, y; 
nach der Integration werden die sich ergebenden Ausdrücke die Variable 
p noch enthalten. Es kann aber bei Bestimmung jener Flächenintegrale 
e in anderer Form dargestellt sein, man kann z. B. sich das XZ-Coordi- 
natensystem durch eine dritte, die Y-Axe, zu einem rechtwinkligen Raum- 
coordinatensystem vervollständigt denken, e in diesen Coordinaten ausdrücken, 
so dass e= (2 —a)’+b’+(3—c)' gesetzt wird, wobei b die Y-Coordinate 
des Punktes P ist, und nach vollzogener Integration die Variable p wieder 


einführen. 
Ferner kann man unbeschadet der Allgemeinheit der Entwickelung 





a 





[RO VE 9} 78 RER 5 } 


rn RR 


ee ee 
a 





.) - £ ada— 
Es sei noch bemerkt, dass — / } 
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annehmen, dass die feste Meridianebene durch den Punkt P geht, also 
g=0 ist. Fällt man von P aus das Loth 5 auf die Ebene der Schnitt- 
figur und das Loth auf die Ringaxe, welches wir m nennen wollen und 
für welches die Beziehung besteht m’ = «’+°, verbindet die Endpunkte 
beider Lothe durch eine Gerade, so hat dieselbe die Länge r+a und schliesst 
mit m den Winkel ein, und es ist 


(4) r+a=mcosg, b= msing. 
Wir formen den Ausdruck (3.) für das Potential noch in folgender Weise um: 


Ü= en dypdw, 


folglich mit Rücksicht auf die Relationen (4.) 
(9.) U=m iu V.cospdgy — E: dy Kom en 


x)dw u . nn 

) der Ausdruck für die X-Compo- 
nente der Kraft ist, mit welcher die ganze Fläche den Punkt anzieht, wenn 
jedes Massentheilchen mit constanter, von der Entfernung unabhängiger Kraft 
anziehend wird, daher auch der partielle Differentialquotient nach a der 


Kraftfunetion W = — / edwo, so dass das Potential auch in der Form ge- 


o 


schrieben werden kann: 


BE [row 

6.) U= m V.cosgpdyg + / 5 49 
Liegt der angezogene Punkt in der Ringaxe, so it m=(, und es ver- 
schwindet der erste Theil in (5.) und (6.). 


Für specielle Arten von Ringkörpern wird gewöhnlich der Ausdruck (5.) 
am besten zu verwerthen sein. Ist beispielsweise der durch eine Meridian- 
ebene erzeugte Querschnitt ein Rechteck, bei dem ein Seitenpaar der Ring- 


. . En“ (a—x)dw ne 
axe parallel ist, so ist sowohl V wie f\ = durch einfache Integra- 


tionen zu bestimmen. Man erhält dann das Potential eines geraden Hohl- 
eylinders mit kreisförmiger Basis, und wenn man annimmt, dass die Ringaxe 
selbst eine verlängerte Rechteckseite ist, das Potential eines vollen Kreis- 


eylinders. Für m = 0 ergiebt sich leicht der bekannte Ausdruck des Potentials. 
12* 
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Im Folgenden soll nun das Potential eines Ringkörpers mit Kreis- 
querschnitt bestimmt werden. Wir benutzen dazu den Ausdruck (5.) und 
trefien folgende nähere Bestimmungen: der Anfangspunkt des rechtwinkligen 
XZ-Üoordinatensystems sei der Mittelpunkt des Kreises, die ZH-Ebene ent- 
halte also alle Kreismittelpunkte, der Kreisradius werde mit o bezeichnet. 

Das Potential eines Kreises ist bekannt. Herr E. Heine hat das- 
selbe direet bestimmt (dieses Journal Bd. 76, 5. 271). Auch hat Herr F. Grube 
in seiner Abhandlung „Ueber die Anziehung eines homogenen Ellipsoids“ 
(dieses Journal Bd. 69) das Potential einer elliptischen, unendlich dünnen 
Scheibe bestimmt, aus dem das Potential des Kreises abgeleitet werden 
kann. Das Heinesche Kreispotential enthält folgende Grössen: 1) den Radius 
des Kreises, 2) das vom angezogenen Punkte auf die Kreisebene gefällte 
l,oth, das wir schon oben mit 5 bezeichnet haben, 3) die Entfernung des 
Endpunktes dieses Lothes vom Kreismittelpunkte, die wir p nennen, indem 
wir bemerken, dass p'=a’+e’ ist. Dann ist 

g:; 2“ Yı- . = = num 
g“ . 4 04 
wobei s, die positive Wurzel der Gleichung ist: 


() 


Für einen Punkt innerhalb der Kreisfläche ist die untere Grenze 0. Wir 
formen den Ausdruck um, indem wir o’s=1r setzen und dann für 7 wieder 
s schreiben. Es ist dann 

, | a > - r - ds 

V=2/ Yes-s(b’+pP-e)—b’ | 

2 s(s+1)ys-+l1 

und hierbei ist s, die positive Wurzel der Funetion unter dem Wurzel- 
zeichen. Setzt man noch zur Abkürzung 


7) = VE, 
so ergiebt sich als erster Theil des Körperpotentials nach (5.) 
ds 


8.) m u FRE — 2m oo dc ” m 
(8.) / pdy J p 2 Het 


0 


Es ist sodann das Integral 


für eine Kreisfläche zu ermitteln. 





1 

3 
4 
a 
4 
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Der Fusspunkt des von P auf die Kreisebene gefällten Lothes b sei 
mit einem beliebigen Punkte des Kreises verbunden; diese Verbindungslinie 
heisse /. Die Verbindungslinie desselben Lothfusspunktes mit dem Kreis- 
mittelpunkte p betrachte man als Axe eines Polarcoordinatensystems, der 
Punkt der Kreistläche möge die Polareoordinaten 4 und w haben, p bilde 
mit der positiven X-Axe den Winkel «. Dann ist 

e=b+=b4p+4—2phcosw, 
x = keos(wy—u), do =Adidy, a= peosu. 
Wie Herr E. Heine bei Bestimmung des Kreispotentials benutzen wir das 
bestimmte Integral 
f\ ni 
Man erhält dann 
9) = S dwf'rar/ 


Be v 0 


I) 


pcosu— Acos(w— u) ] 
) ) D} 9 - ( WW, 
w+b’+p’+4°—2pAcosw 


Setzt man zur Abkürzung w’+b’+p'+4" = q, so ergiebt sich für das Integral 
nach w in (9.) 


7 9 Ccosu —Acos - u) nn cosulm— Acosw) an Ası ‚S] 
(10. / pcosu z co (w4 u) dıw - / COSUu(p ( Sy) dw \ / In Wwsın a dw. 
q—2pAcosw 


« u 2p cos 12 . aa 2p Acosıl 
Das letzte Integral in (10.) verschwindet, da für je zwei Winkel vw = 180 — v 
und vw = 180-+w, die Werthe der zu integrirenden Funetion sich nur dureh 
das Vorzeichen unterscheiden. 


Im vorhergehenden Integral schreiben wir 


p-Acoy 1 | 2p'—q | 
g—2pkesw  2p gq— 2phcosw 
Es ist daher 
»2 EL ve “2 - 
" peosu—Acos(p+u) __ cosu [2 he dw 
/ gq—2pAcosw u” nn (Ep D) g— 2phcosw 1} 
Nun ist, da q > 2pA, 
d | osw—2pÄ 
—. . — arceos I A ; 
." g—2pAcosw Vg’—4p’? g—2pkcos w 
. - : i r In 
und nimmt für die Grenzen 0 und 2 den Werth u MM 
ve-apı 


Es ergiebt sich daher, wenn wir die erhaltenen Werthe in (9.) 
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setzen und berücksichtigen, dass cosu = . ist, 
as “o Ip? 
Ak / dw | IH Jan. 
Da w nur in g enthalten ist und zwar nur in der zweiten Potenz, so können 
wir nach ww anstatt von —x bis +» von 0 bis » integriren und den Aus- 
druck mit 2 multiplieiren. Daher ist 
. Y ei. . 
de Ai 2 nd == "7 oeh 
Es war 
g= + b’4p°+ 4, 
daher dg = di‘. Setzt man nun 
u. pr, 
so ist 
dR = 2(q—2p’)di‘, 


= SS au| far /"@R], 


R, YR 
wobei R, und R, die Werthe sind, die R für A=0 und A=ge annimmt. 
Führt man die Integrationen aus, so erhält man 


folglich 


»T. 


, a p) 2 J D) [7.2 z. ? 2\ cn 
ff 3 pi / w+b’+p’+0’—-Vew+b’+-p-+o)—4p’o’|dw. 
# 
Wir führen hier nun für © eine neue Variable s ein durch die Substitution 
: In? 
21 AR ı Ar „2 - 705 08, 00, 272 -p 
a ur ul ed Cu u Ze Dec 
Es ist dann s die grössere Wurzel der Gleichung 


HH DW Hp He) + = 0, 


folglich 
11) w= Ve -CHDEHP Ft. 
ys+1 


Der Wurzelausdruck aber ist, wie man leicht findet, wenn man die 
Function unter dem Wurzelzeichen nach Potenzen von s ordnet, unsere 


früher mit # bezeichnete Funetion: daher 
u 


5 Vs+ | ds 
os s+1 


aR 


(12) V = 2a/ 


wobei, wie früher, s, die positive Wurzel der Gleichung «=0 ist. Auch 
ergiebt eine weitere Untersuchung, dass, wenn der Punkt P in der Kreis- 
fläche liegt, die untere Grenze 0 wird. 





’nNn 


u 


d: 


ul 


1S 








Züge, Potential homogener ringförmiger Körper. 95 


Durch eine Integration durch Theile, bei welcher der vom Integral- 
zeichen freie Theil verschwindet, erhält man auch 


1: Saba wa 7 RL SENENE 
Ys+1l(s+1)' 
Somit ergiebt sich für das Körperpotential nach (5.), wenn man noch be- 
achtet, dass nach den Relationen (4.) a = mcosp—r ist, und mit Benutzung 
des in (8.) angegebenen Werthes 


> 


U = 2m e08p.dgp R —. ee —r)di [ 
J i Pf s(s+1)ys+1 J 1 FTIR) (rlVeri 


uds uds 


Vereinigt man die Functionen unter den Integralzeichen, so ergiebt sich 


U-2 Di | “ u (meosp  meosp—r er 
J 1) (s+1l)ys-+1 n s+1 ) 


und schliesslich 
‚zn *“ (meosp-+rs)u 
Be: ef re. a 
. s(s+1)’ys+1 
Um die in « enthaltenen, von g abhängigen Grössen als Funetionen dieser 
Variablen darzustellen und die auf das erste System bezogenen rechtwinkligen 
Coordinaten des Punktes P einzuführen, beachte man, dass p’ = a'+c’ ist, 
und da nach den Relationen (2.) e=7y, nach (4.) a = meosp—r ist, wobei 


‘ 
zu erwähnen, dass m’ = «’-+/, so folgt 


i 


p = Y’+(me0sp—r)“. 
Ferner ist nach (4.) b’ = m’sin’ n, also 

p+b" = y-+m’+r—2mrcosyp, 
daher nach (7.) 

u" = 0 sle+P+Y+r—o)—m+2mrscosy+m’cos’p, 

und nach weiteren Umformungen 
a = V(meosp-+rs)’—A', 
(15.) wobei 
A = (fF-e)s(e+ He +PIe+b+r7 
ist. Daher können wir das Körperpotential in der Form schreiben: 





(16) U= 2 f dy f “ (meosp+rs)Y(mcosg+rs)’— 
s(s+1)’ys+1 
Integral ist im ati nach beiden Variablen s und elliptisch. 


il 
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Ein einfaches elliptisches Integral erhält man jedoch für den speciellen 
Fall, in welchem der Punkt P in der Ringaxe liegt. Es ist dann 


a4 =0, A= ls, 


a, also auch s, wird von p unabhängig. Man kann daher die Reihenfolge 
der Integrationen ohne weiteres umkehren und nach 9 integriren. Es ist 


u = Ve’s(s+1)—-(r+y)s, 


a 
r Ä 
“AO ds 
U' = 4rn Vo’s(s+1)—(r+Y)s- ——— 
Z a (s+D’ys+1 


Q 
Führt man hier noch für s die Variable 7 ein durch die Substitution 
o’(s+1)=r, so erhält man 


7 ME 3 3 ni d 
U = 4rno F Yıar—o)[t —(r’+y”)] A 


Die partiellen Differentialquotienten von U nach den Grössen @, P, y er- 
geben die Componenten der anziehenden Kraft in den Richtungen der Axen 
des festen Coordinatensystems. Am einfachsten gestaltet sich der Ausdruck 
für die Z-Componente, da nur A’ die Coordinate x enthält. Um U nach y 
zu differentiiren, kann man ohne weiteres unter dem ersten Integralzeichen 
differentiiren; die Differentiation des Integrals mit der Variablen s erfordert 
zunächst ein Differentüren über die untere Grenze, dann unter dem Integral- 
zeichen. Der erste "Theil fällt jedoch fort, da a für s=s, verschwindet. 
Man erhält daher 


ou 7 ö ("ag j" mCOs g-+rs Od V(meosp+rs)'—A’ ds 
in, I® 4 5 ar ör 
(1 ( .) IEze 2, / Site / L m cosp-+ er er 
T pi Y(mcosp-+rs)’—A’ (s+1)’ Vs+1 





Um auch in den allgemeinen Ausdrücken für das Potential und für die 
Componenten der Kraft die Reihenfolge der Integrationen umkehren zu 
können, bemerke man zunächst, dass die zu integrirende Function nur den 
Cosinus der Variablen p enthält, man daher statt von 0 bis 2n von O bis 
ı integriren und den ganzen Ausdruck mit 2 multiplieiren kann. Ferner 
ist die Abhängigkeit der Grösse s, von g genauer zu untersuchen. Es ist 
nach früheren Ableitungen 


“= 0 sl + HP H+HY+r—o’— 2mrcosyp)+m’sin’y. 


rn Se 
RETTEN RT a 








REES a 2 RT 
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Setzt man der Kürze wegen @’+fP’+y’+r’—o’ = b’, und löst die Gleichung 
a =( nach s auf, so ergiebt sich 
B’— 2mr cosg +Y(B?—2mrecosp)’—+ Am’o’sin’g 
BB) ae > 
-e 
B’ ist von p unabhängig. Wächst 9 von 0 bis 7, so nimmt cosyp immer 
e y . gt au » 9_°.9 
ab, —Zmrcosp immer zu. Von O0 bis „ wächst auch 4m’o’sin’y, daher s,. 


au 7ı . . a m £ 
Wächst g aber von , bis 7, so nimmt 4m’o’sing ab. Um hier zu er- 
kennen, ob s, trotzdem noch wächst, formien wir den Ausdruck (18.) in 
folgender Weise um: 


bB’—2mr cosp+ YB'—4B’mr cosp +4m’[r’— (r?’— o’)sin’g | 


$.) u E S 


20’ 


> 7 * * » T7T * .. # } \ . ) 
Da r—o” positiv ist, so muss, wenn p von „ bis a wächst, —(r’—o’)sin’y 


-_ 


wachsen, also auch s,. Es hat also s, seinen grössten Werth für p =, 
nämlich 
‘19 \ . > B’- >mr 2° Yv— 0‘ + (m r)' 
ty.) 0, = 2 nn z 
4 0 


seinen kleinsten für 9=0. Liegt der Punkt ausserhalb des Körpers, so 
ist dieser Werth 


B’— >m F y?n 2 B: (m PR 2 
” = _ ) 
(20.) OO, = — _? 0 h 


e oe 
Liegt der Punkt innerhalb des Körpers, also auch innerhalb der dureh die 
Haupt-Meridianebene erzeugten Schnittfigur, so ist, wie aus den früheren 
Bemerkungen über das Potential des Kreises hervorgeht, für =0, s,= 0 
zu setzen. Man vergleiche Ausdruck (7.). Es wird dort 5=0, und da 
p<-e Ist, so ergiebt sich die untere Grenze 0. Also ist in solchem Falle 
0, = V, 

Denkt man sich nun die Bogentheile von O0 bis ı als Abseissen auf 
einer Axe abgetragen und die zugehörigen Werthe von s, als rechtwinklige 
Ordinaten errichtet, so bestimmen die Endpunkte der Ordinaten einen Curven- 
bogen, der seine convexe Seite der Abseissenaxe zukehrt. Derjenige Theil 
der Coordinatenebene, welcher von diesem Curvenbogen und den nach po- 
sitiver Richtung in’s Unendliche verlängerten Ordinaten der beiden End- 
punkte des Bogens begrenzt wird, ist das Gebiet, über welches sich die 
doppelte Integration in (16.) und (17.) zu erstrecken hat. Will man nun 
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die Reihenfolge der Integrationen umkehren, so ist 1) für ein festgehaltenes 
s zwischen o, und o, zu integriren nach zwischen 0 und dem aus der 
Gleichung «= 0 sich ergebenden Werthe Y,, der zwischen 0 und x liegt, 
dann nach s von o, bis o,; 2) für ein festgehaltenes s>o, nach von 
0 bis z, dann nach s von o, bis ©. Daher ist auch 


1 ds 
U. 4 MCOSp-+rs).ud 
J s(+D’ys+1 N (meuptn).ude 
»L ds rg 
+ 4 MCOSY-+rs).ud 
J s(s+1)' Ys+1 J \ 4 I a. 
und 
OU "91 (mcosp-+rs) 
5, - FE" : / ( dp 
0} d. 2 VE. E u 
U mcosp-+trs d 
(p. 
Ka _ Vs+1: / u ’ 
a \ & 3 ’ U 
Es soll nun noch gezeigt werden, wie in dem Ausdruck für 2 der 


nieht elliptische "Theil von dem eiliptischen durch eine einfache Substitution 


mSsinp 
u 


zu trennen ist. Setzt man = tangy, so werden für 0, <s<Zo,, da g, 


der Werth von ist, für welchen verschwindet, die Grenzen des Integrals 


2 Tan I a Er 
für die neue Variable O und ,; für ein s > o, verschwindet « nicht mehr; 


wächst nun g von O0 bis zn, so wächst tangy, also auch % von OÖ bis zu 
einem grössten Werthe und nimmt von da an wieder ab bis 0. Den grössten 


Werth von %, der zwischen 0 und , liegen muss, da tangx immer positiv 


bleibt, nennen wir z.. 
Differentiirt man nun die Gleichung 
msiny 


z — ftangy, 


so erhält man unter Benutzung des Werthes für v, wie er in (15.) ange- 


geben ist: 


m’sin’p(mcosp-+rs) law 7 dy 


u cos’y ' 


[meosy.u+ 


. En 
[Imcosp.u-+utang’z.(mcosp-+rs)ldp = u — En. 


cos’y ' 


1 2 d 
|meosy.u: Fr. -F rs.utang’z |dy 4 








r Syn: a a ea re a ee 
FR A re a BET le an I ne 








Züge, Potential homogener ringförmiger Körper. 
Hieraus ergiebt sich durch weitere Umformung 


d d 
(21.) r en 
u mcosp-+rssin’y 
ferner 
mcosp-trs dy mcosp-+-rssin’y +rscos’y 


ı = 5 2 dy 
u mCcOSsp-trssin"z ü 


pay ee 1a, 


MCOSP-HTSSINn X - 


(22.) 





Nun ergiebt sich aus der Substitutionsformel 


1 . u’+m’sin’gp 
— l+tang’y = — 


cos’x - - u” 


m’-+2mrscosg + r’s’— A’ 
(mcosp-+rs)’— A 
Für mcosy als Unbekannte erhält man daher die quadratische Gleichung 
(meosp-+rs) — A’ = (m’+-2mrscosp-+r's —A’)cos’y 
oder geordnet 
(23.)  (mcosp)+2rs.sin’gmcosp = m’cos’y+(A’—r’s’)sin’y. 

Indem man den in (15.) angegebenen Werth für A’ etwas umformt und die 
schon früher benutzte Grösse BD’ = «’+p’+y+r’—eo’ einführt, erhält man 
A’ = r’s’—o’s’+sB’+m 

Löst man nun die Gleichung (23.) auf, so ergiebt sich 

(24) mecosp = —rssin’y + rs sin’z-+s(B’—so’)sin’z-+m 
wobei vorläufig unbestimmt bleibt, welches Vorzeichen dem Wurzelausdruck 
zu geben ist. 
mit F(x). 


Leizteren bezeichnen wir im Folgenden der Kürze wegen 
Aus (24.) erhält man 
(25.) mecosp-+rssing = +F(z), 
folglich ist nach (22.) 
(26.) Bram A dy 


U 


= faytrs / ER dy 


is ist jetzt zu entscheiden, welches Vorzeichen die Wurzel im Ausdruck 


(24.) hat. 


1) Für „<s<Zo, ist nach p von 0 bis g, zu integriren, nach y 
7T 
u 


— 


von O bis 


Der Ausdruck (24.) muss für 9=0 den Werth m liefern. Da 


BL2.g 
2 m sın“y 
sn Y= — —— — () 
% u’ + m’sin’g £ 
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für = 0 ist, so erkennt man, dass jener Wurzelausdruck zunächst das 
positive Zeichen haben muss. 

Für y= 9, ist »=0, sin’y= 1, und (24.) ergiebt 

27.) meosp, = —rst+ Yr’s’+ s(B’—so?) +m’. 
Wächst s von o, bis o,, so wächst , von 0 bis m. Nun ist nach den 
telationen (19.), (20.), wenn der Punkt ausserhalb des Körpers liegt: 
B’—-0,0’=2mr; B’—-o,0' = —2mr. 

Es ändert sich also, wenn s von o, bis o, wächst, der Wurzelausdruck in 
(27.) von rs+m bis rs--m, also mcosg,, wenn das positive Zeichen benutzt 
wird, von +m bis —m, wie erforderlich ist. Nicht anders ist es, wenn der 
angezogene Punkt innerhalb des Körpers liegt, also o,= 0 zu setzen ist. 

Daraus geht hervor, dass in (24.), also auch in (26.) der Wurzel 
das positive Zeichen zu geben ist. Somit ist 


"pı mcos g-rs = - cos? # 
le en, ir if‘ FR) “ 
0 0 


) Für ein s>o, istnach g von 0 bis zı zu integriren, nach z von 
0 bis zum Maximalwerth z,, von da an wieder bis 0. 

Zunächst bemerken wir, dass das Integral /dy für diese Grenzen 
verschwindet. Um zu entscheiden, welches Vorzeichen F(z) erhält, beachte 
man, dass, während «# nicht mehr verschwindet, für ein festgehaltenes s 
meosgy von m bis —m abnehmen muss. Für beide Grenzwerthe von ist 

2 msn 

ray Da mine ah 
Hieraus ergiebt sich, dass in (24.) zu Anfang die Wurzel das positive 
Zeichen haben muss, zuletzt das negative Zeichen, dass also ein Zeichen- 
wechsel stattfindet, und zwar wegen der Stetigkeit der Funetion für das- 
jenige z, für welches F(y) verschwindet. Dass dieser Werth mit der 
Grenze %, übereinstimmt, ergiebt sich aus folgender Betrachtung. 

Nach (21.) ist 

dy _ meosp-+rssin’y 

dp u 
Das Maximum für z ergiebt sich aus der Gleichung 

MCOSY-+rssiny =. 
Der Ausdruck (25.) aber lehrt, dass dann auch F(y)= 0 sein muss. 
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Daher ist 


B X 
_— )r "4 cos°% 1; 
==> ZI } F(g) Ur. 


Für die Z-Componente der vom Körper ausgeübten Kraft erhält man daher 
den Werth: 


oU & ‘©, ds ‘0, sds - 008° 
Bee ie 
7 — +17 “ G+V’ys+1Y 2) 
I. s ls Y, a S°, 
un Syr / us / cos X dy, 


(s+l?ys+17, Fi) 


0, 
wobei x, der aus F(y)=0 sich ergebende Werth für y ist, der zwischen 0 


gt . . . , \ Y . 
und , liegt, o, und o, die in (19.), (20.) angegebenen Werthe besitzen. 


Das erste Integral lässt sich noch ausführen. Die Integration ergiebt 
sur l R' | 
3 ger (0, +1): | 
Benutzt man die in (19.), (20.) angegebenen Werthe für o, und o,, so er- 
hält man, wenn der angezogene Punkt ausserhalb des Körpers liegt: 


— > 
«> 


\ 2 


N 1 l ] 
[y’+(m- r)?] [y’+(m+r) ]: 


liegt der Punkt im Körper: 


4yn ® o° 
3 | Pe 


Lingen, October 1887. 








Ueber invariante Differentialausdrücke. 
(Von Herrn J. N. Hazzidakis in Athen.) 


Der Differentialausdruck, welcher den Krümmungsradius irgend einer 
Curve im Punkte (X, Y, Z) angiebt, hat die bemerkenswerthe Eigenschaft, 
dass, wenn man in ihm setzt 
dX=w.dre, dY=w.dy, dZ = w.ds, 

folglich 

P’X= w.dre+dw.de, dY= w.d’y-+dw.dy, d’Z = w.d’z+dw.dz, 
man denselben Ausdruck in dr, dy, dz, d’x, d’y, d’z mit dem beliebigen 
Factor » multiplieirt erhält. 

Diese Eigenschaft bewirkt, dass die Auflösung der Gleichung 
1, (dX’+dY’+dZ°): 
[(dXd?Y—dYa’X)?’+(dVd’Z—-dZd?Y)?’+(dZd’X—dXd’Z)’]} 
wodurch alle Curven definirt werden, welche einen constanten Krümmungs- 
radius < haben, höchst einfach ist; denn, setzt man wie oben 


2) dX=w.de, dY=w.dy, dA=w.ds, u. 8. w., 
so erhält man die Gleichung 
o(dx’-+dy?+dz?)‘ 
[(ded’y— dyd?x)?+(dyd’z-- dzd’y)?’+(dsd’e— ded’z)?]? 


oder 
wo=%, 


wenn man mit o den Krümmungsradius der Curve x, y, 3 bezeichnet. Aus 
* % . X * 

dieser Gleichung kommt nun ® = ; und, wenn man diesen Werth von w 
in die Gleichungen (2.) einsetzt, so erhält man folgende Werthe der Coordi- 


naten X, Y, Z der gesuchten Curven: 


x=e/T, Y-rf, 2=:/T 
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In diesen Formeln bedeuten x, y, z drei beliebige Functionen einer Ver- 
änderlichen, d. h. die Coordinaten einer beliebig gewählten Curve, und o 
den Krümmungsradius derselben. 

Hierdurch wurde ich veranlasst zu untersuchen, ob es noch andere 
Differentialausdrücke giebt, welche die oben erwähnte Eigenschaft haben, 
und die Resultate meiner Untersuchung sind im Wesentlichen folgende: 

1. Es giebt unendlich viele Differentialausdrücke, welche invariant 
in Bezug auf die Substitution 

dX = w.de, dY= w.dy, - dZ = w.dz 
sind, d.h. durch diese Substitution keine andere Aenderung erleiden, als 
dass sie eine Potenz von » als Factor erhalten. 

2. In jeder Differentialordnung » (» > 1) giebt es zwei von ein- 
ander unabhängige elementare Invarianten Q, R,, welche in Bezug auf alle 
Ableitungen, die sie enthalten, homogen und vom Grade » sind und die 
Ableitungen X, Y,Z, (der Ordnung ») nur im ersten Grade enthalten. 

Die elementaren Invarianten erster Ordnung sind die drei Ableitungen 
XY,Z, 

3. Jede Invariante der Ordnung » ist eine homogene Funetion der 
elementaren Invarianten 

au SE GH ... OR, 
wenn die Ordnung jeder dieser Invarianten als Grad derselben gerechnet wird. 

Und umgekehrt, jede solche Funetion der elementaren Invarianten 
ist ebenfalls eine Invariante. 

Anmerkung. Ich habe im Folgenden »ur solche Ausdrücke be- 
trachtet, welche die Ableitungen dreier unbekannten Funetionen X, Y, Z 
enthalten. Es lassen sich aber diese Resultate ohne Mühe auf jede Anzahl 
i von unbekannten Functionen ausdehnen. Die elementaren Invarianten 
sind alsdann i—1. 


Der Ausdruck 
p(X, YıZ., % Yı2., ... X,Y.Z,) 


(worin X,Y,Z, die Ableitungen der vten Ordnung bedeuten sollen) heisse 
invariant in Bezug auf die Substitution 


(0.) Ä, = W.T,, Y, = W.Yı, Z, = W,.2%,, 
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wenn er der Gleichung genügt 
1) AK, Y2, X YZ,..X,Y,Z,) = w.p(z1Yı3,; Lrfa225 :.. Cu Ynn)- 


Diese Gleichung soll durch die Werthe (o.) der X,Y,Z, und die daraus 
folgenden Werthe von X, Y:Z,, ... X,Y,Z,: 


A, = W0,+0,2,, Y, = oyp+w,Yı, 
Z, = W3,+4W,2,. 
A, = wz,+2w,2,+W;7,, Y,= 0Y;+2Ww,Yy+ rYı, 
v2 Z, = 03;+2w,3,+@,2;, 


Ing! 
a.‘ 


= 0Yy,+ 3a, Y3+ 30, Y2+ D;Yı 


—= W3+30,3;+ 30, 3:+ 032; 


A, = wr, +30, 20;+3W,0;+w;r,. 


N 





identisch, d. i. bei beliebigen Werthen von x,9ı3,, %3%22, -.. 7,Y„3,, @, @,, 


5, 2... @,_, erfüllt werden. 
Ehe wir zur Bestimmung der Invarianten übergehen, wollen wir 
einige Eigenschaften derselben beweisen, welche uns im Folgenden nützlich 


sein werden. 


Eigenschaften der Invarianten. 
1. Setzt man in der Gleichung (1) o=1, also o, =w,=-.-=w, ,=Ö, 
so kommt 
pw, Yyıw, 3,0,0, YW, 30, ... 7,0, Y,„W, 2,0) 
— @.p(zYı3ı, Lafada, +. Du Yan); 
d. i. jede Invariante ist homogen in Bezug auf die Ableitungen, die sie enthält. 
2. Wenn man die Gleichung (1.) nach den r,y,z, differentiirt, so 


findet man 


ui ai. of 
ON, Or, ' 
op w’ 1 : of 
Oo Y, Oy, 2 
a A Wr. ep 
oZ, Oz, 


woraus erhellt: 

Die partiellen Ableitungen jeder Invariante der Ordnung n nach den 
X,Y,Z, sind wieder Invarianten. 

Wenn wir nun annehmen, dass es eine Invariante der Ordnung » 
giebt. welehe ganze Function von X,Y,Z, ist, so kann man dieselbe wieder- 


n 
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holt nach X, oder nach Y, oder nach Z, differentüren. und die Resultat: 
aller dieser Differentiationen müssen Invarianten sein. Wir können otfenbaı 
dieses Verfahren fortsetzen, bis wir zu einer linearen Funetion von A,Y,Z 
selangen, also schliessen wir: 

Wenn es in der Ordnung » Invarianten giebt, welche ganze Fun 
tionen von X,Y,Z, sind, so muss es auch solehe geben. welche linea: 
Bezug auf X,Y,Z,, also von der Form AX,+BY +0Z,--D sind. wo A,B, 0, D 
nur von den Ableitungen der niedrigeren Ordnungen abhängen. 

3. Die Invarianten werden dureh ein System von Differentialglei 
chungen definirt, die man auf folgende Weise finden kann. 

Jede Invariante (A, YıZ..... X,Y,Z,) soll zuerst eine homogene Fun: 
tion aller Ableitungen A,Y,Z,. ... X,Y,Z, sein, folglieh genügt sie der Gl: 


chung (worin 4 den (rad der homogenen Function bedeutet 


; {vw og ,- 09 . Op N ’ 
(2. 3 ) / hi 
vB ' 1 aller A ” 
Ferner soll die Invariante von den Funetionen w, w, @, ... unabhängige 
sein; wenn man nämlich die Werthe der Ableitungen X,Y,Z.. ... X,Y,Z, aus 
den Gleichungen (6.) nimmt und in g einsetzt. so sollen alle Funetione:n 
0,0,...@,_, Im hesultate verschwinden, Drücken wir nun aus, dass g un 
abhängig von », w,...@,_, Ist, so finden wir folgende »— 1 (Gleichungen : 
(ct ce (D ca 
| (vr —I r, .... 4, / ee v, 
) r \ wir f ) . zer 7 \ 
o (#—1)(#—-2 \, 4 / og ä op ı N 
” 1.2 wine" an Ze) er, 
’9 ‚(w— 1)(#—2)(v—5) 06 O6 rar 
BEE le ie eg 
1.2.3 oA, 'o) oZ,) 


vg vH OY 
2, Y. - ’ P2, (), 
oA a} ce 0Z ’ 





In diesem Systeme von Differentialgleiehungen können wir die ır,y,3 
welche als Faectoren der partiellen Ableitungen von y auftreten, dureh 
die X,Y,Z, ersetzen. Wenn wir nämlich die erste der Gleiehunzen (3 
mit ©, die zweite mit 2w,. die dritte mit 3o, u. s. w. und die letzte mit 
"—1)o, , multiplieiren und addiren,. so finden wir mit Beachtung der Glei- 
ehungen (0'.): 
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Iy op op . op 
=) Am 0x, l,.. oY, +2, 197.) u 


7 


Aut ähnliche Weise (wenn wir die zte Gleichung mit o,_, multi- 


plieiren) finden wir 


ro (v 1)(v—2) \y op y op 2 op RER 0 
— P} \ am “ 


(v—1)(v-—?)\(v—3) j AP . 7 Im ı 

S\ /\ -)\ 9) \ p op f p 

4 .— > A BEN - + } Yr - l 2, er — (), 
(+. 2.5 a» FRE OZ,) 


.- OP La. Op 
X, +1,53 





ö 
Beer 
n i OZ, 

Jede Funetion (A, F,Z,... X,Y,Z,), welche das System der Gleichungen 
(2.) und (4) erfüllt, ist eine Invariante; denn sie ist unabhängig von den 
Funetionen ©, @,...@,_,, 80 dass sie keine Aenderung erfährt, wenn gesetzt 
virdo =o,=.-=w_,=(, folglich ist 


PAY Z,.. A, F,.Z) = YPlEw, yıW, 3,0, ... 7,0, y,0, 2,0), 
z 1 * . 
und da sie auch homogen ist, so kommt 
Ale) er ni): 


d.h. der Ausdruck g ist eine Invariante. 


11. 
Bestimmune der Invarianten. 
Invarianten erster Ordnung sind offenbar alle homogenen Funetionen 
von A, Y,Z, und nur diese. 
Ehe wir die allgemeine Aufgabe „alle Invarianten nter Ordnung her- 
zustellen“ in Betracht ziehen, woilen wir zuerst untersuchen, ob es Invarian- 


ten giebt, welche linear in Bezug auf \,Y,Z,, also von der Form 


AR+BTY +CZ+D 
sind. 
Nach der zweiten Eigenschaft müssen die A,B,C, Invarianten von 
niedrigerer Ordnung und von einem und demselben Grade sein. Folglich 
wird der Ausdruck A,\,+B,F,+0,Z,+D durch die Transformation (@.) 


übergehen in: 
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(n--1)(n— 2) 


A,ow' (or, -a—D)w,x,_,- 12 9,80, +:,+W,_,c 
. x (n—1)(n—2 | 
+B,o' (wy,- n—1)w, y,_.- = - 2,9,.+,+®,_ 4 
/  (n—1)(n—2 
U, w' (9 2,41 n—| ‚90, 3, t — u WR, ot +0 ı 2 
D'. 
Soll nun dieser Ausdruck unabhängige von w, wo, ... sein. so muss D 


keine höhere, als die erste Potenz derselben enthalten. Dieses geschieht 
nun offenbar, wenn D von der Form ist 
>2(A,X,+B,Y,+C,2Z 


' 


worin A,B,C, Invarianten sind. 


Wir wollen deshalb untersuchen. eb es Invarianten © wiebt,. weleh 
folgende Form haben 


5) = Z(AX,+BY+GCZ Ä 


) 


In diesem Ausdrucke wird die Substitution (o.) offenbar nur die ersten P: 
tenzen von @, ®,...@,_, hervorbringen. Drücken wir also aus, dass er un- 
abhängig von w, w,...o,_, bleiben soll, so werden wir »—1 Gleichungeı 
erhalten, worin die 3%2—5 unbekannten Coettieienten A,B,C,.. ... A.Bt 
vorkommen. Daraus erhellt, dass einige unter ihnen beliebig sewählt werdeı 
können. Wir nehmen also an 


so dass wir den Ausdruck zu untersuchen haben 


6., () - A se I Brä, ER. 7 A x ) A A T D } & 2 . 
Soll nun dieser Ausdruck invariant sein, so muss er homogen in Bezug 


auf alle Ableitungen sein und das System der Gleichungen (4.) erfüll 


Dieses wird jetzt (weil A,B,C, Invarianten, also unabhängige von 


210 W. ... U 
sind): 
na—1)(A,„A,_+B,Y,.-+0,2,_)+2(r—-1)A,X,_; . 
n—1)(n—-2), j , je (v--1)(v—2) 
EHEN HER IE — AK, = 0 


A,AÄ,+B,Y+C,Z, =V%. 


Mit Hülfe dieser Gleichungen kann man die A, aus dem Ausdrucke (6. 


= 


14 
14 
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eliminiren, und man bekommt alsdann folgende Gleichung 


er A X A 
1, 2X, 34, (n 1) Ri (n-1) E 
AV (n-l)(n-2) v (n-1lY/n-2) v 
8:X% SE ai. 89 | E 2 
1.2 57 1.2 e 
9 — B an a EERR 
1 .0=B 0 0 X (n-1)(n-2)(n-5) V (n-1)(n-2%Xn-5) y 
. ‘ An; 9 ’ 
1.2.3 1.2.3 
u N, Y 
u u 8 X, Z, 
1. 2X, 3A, na—1)A, a—1)Z,-ı 
ar (n—1l)(n—2) v (n—1)(n—2) 
.®.. 0 ı, BA 19 A, 19 L 
A ER _ Ä, Z, 
Da nun B,. ©, beliebige Invarianten sind, so können wir annehmen B,: 
C,=0, oder umgekehrt B,=0, 0, = A77'; so finden wir folgende zwei In- 
varlanten, die ich mit Q,, R, bezeichnen will: 
> Aae X, Fr 
2. 32 33 n—1l)A, n—1)} 
we (n—1)(n--2) v n—1)(n—2 
0 RE 1.2 A, 1.2 
0) 0 4 nee r . -5) = (n- = . ART 3) Y 
Bu. 4 N 
a An! X, Z, 
22. 32. »». n—1)A, s—1)Z, 
1 P, \ / 
() Hr: (n—1)/n—2) Y (n— I)(n— 2) Z 
| .«)i ) ) AR, | ») In 
 ; 12 ‚2 
N 0X mn Ei X_ (n- ” - u -3) zZ 
cher) ie: 


4 


nz 





Diese sind die einfachsten unter allen Invarianten »ter Ordnung. 


Ausdrücke Q,, A, wirklich Invarianten sind, lässt sich auch unmittelbar 
beweisen. Zu dem Ende multiplieiren wir die Determinante 
zT ’ 1 ) I, n “ . T Y 
a, 22, 38, --- n—1l)r,_, n—l,y 
b (n—1)(n—2) n—1lYn—2) 
0) e, 92, 1» w Y 
’B N 0 er (n— 1Xn-—2)n—5) ” n—1lYn—2)(n—35, . 
1.2.3 1.2.3 
Bu in Mn y 
welche aus Q, hervorgeht, wenn die X,1,Z, durch die »,y,3, ersetzi 
werden, mit der Substitutionsdeterminante von (o.) und (o'.). nämlieh mit deı 


Determinante 


Mit Beachtung 


(7) U) 
w, eE U) 
ww, Zw, 7 
5 (" l (n -2 
W_; (n--l)w,_: 19 a 


der Gleichungen (0°. 


tolglich Ist 


Pe A A \ 
3. BA, 32, --: (n—1)X 
- oYy (n—1)(n—2) v (n 
0. 8A, 5 A 
Er en re A 
0, Kr RR 
Kbenso wird gezeigt, dass 
h mr, 


Die Ausdrücke O,, R, 





sind also Invarlanten. 


Anmerkung. 


minanten, die aus Q,. R, hervorgehen, wenn man die Elemente irgend eine 
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finden wir 
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Dass die 


y 
s—1)} 
1)(Rr— 2) 
1.2 
} 


Auf dieselbe Weise lässt sich zeigen, dass alle Deter- 
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Colonne durch die entsprechenden Elemente einer anderen Variablen (F oder 
Z) ersetzt, Invarianten sind. 


Aus den elementaren Invarlanten 
7) Aföäı Bi. SG, ::: Eh 
lassen sich alle Invarianten der Ordnung » zusammensetzen. 
Um dieses zu zeigen, will ich zuerst bemerken, dass die Ableitungen 
er RR: ae Br: 


sich durch die elementaren Invarianten (7.) und die Ableitungen A, A, ... X, 
ausdrücken lassen. 
In der That finden wir, wenn wir die Determinante 0, nach den 


Elementen der letzten Colonne entwiekeln: 


0, = Am'Y.+M,.Y.o+M,.:Y, + +M,._.F.. 
wo HM, aus den Ableitungen A, A, A, ... N, zusammengesetzt ist, folglich ist 
0, Anr—-Af.. 
0, = MRY,+M,,I.+M;:T,. 
0, = AT +M.,4+M,.:.1.+M, 5}. 


U. Ss. W. 
Die erste dieser Gleiehungen giebt I, ausgedrückt dureh A, T,. 0. As; die 
„weite, wenn man den Werth von }, einsetzt, giebt I, ausgedrückt dureh 
AT. 00;. A, A,; die dritte, wenn man die „efundenen Werthe von },} 
darin einsetzt, giebt I, ausgedrückt dureh AT. 0;0,. A, AzA,: und so 
weht das weiter fort. 
Man denke sich nun irgend eine Invariante »ter Ordnung 
TEE A A 
Wenn man die Ableitungen I; F;,...1,. 5Z;...Z, mit Hülfe von A, F;Z.,. 
0.0,...0,. KoR,...R,. A,XA;...A, ausdrückt und einsetzt, so geht diese Fune- 
tion über in 
8) FA 52: DB... BD, Be. BR 3, 
und da sie invarlant Ist, so müssen nach der Substitution (o.) folgende 
Gleichungen stattfinden: 


fr ae: of u: of 


4 
Br 


cn, oa eW,, 
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Nun aber ist das ®, , nur in X, enthalten, folglich ist 


} 


of of 
f = > :E,. 
CW,_1 OX, : 
: of i ; ra ) 
es muss also sein xy dv, d.i. die Funetion f darf A, nieht enthalten. 
OÖ; n 
Ferner ist, da ®,_, nur in X\,_, enthalten ist: 
( f ee of FR 
OW,,. ’ oOX, N v2 
also kommt IX —(), d.ı. die F unetion f darf aueh A,_, nieht enthalten. 
VOAn—ı E 


Auf diese Weise wird nach und nach bewiesen, dass die Funetion f. 
falls sie invariant ist, keine von den Ableitungen A,A,..., enthalten darf 
Folglich muss sie die Form ‚haben 

(9, FA.TZAER, OR,, ..- Q,R 
Nun ist aber 
KA. Do. Oh f(voar,oy w2,,0 ,Wwr...W'q,w'r 
und da 
FA Hd. Dee > OR, wa Yı815 Qarız »-. q,r 
sein soll, so schliessen wir, dass die Funetion f nur noch die Gleiehung 

fox, wy, 3,0 WT,, .«.. wg, wr, fr Yı315, Goran». q,r 
zu erfüllen hat, um invariant zu sein. 

Diese Gleichung drückt aus, dass f homogen in Bezug auf A,},Z,. 
O,R.....Q,R, ist, wenn die Dimension von OR, gleich ihrem Grade 7 an 
venommen wird. 

Dass auch umgekehrt jede solehe Funetion der elementaren In 
varlanten (7.) wieder invariant ist, wird aus dem Vorhergehenden unmittel 
bar klar. 

Anmerkung. Jede Funetion von A, 1,Z. 1,Z, ... A,F,Z, kann 
auf die Form 


- 


TATA, OR, OR, ... u 2; 


gebracht werden; soll sie also nach der Transformation (o.) nur von w un 
o», abhängen, so muss sie die A,A,... X, nicht enthalten, d. h. von d« 
Form sein 


y(X, Y,Z,0:;R.. OR,,... O,R,, X, 


oder 


SELF EZ GR... 0R 
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lil. 
\nwendung 
Es sei eine Ditferentialgleichung 
RN. ee re > Mi 
deren erstes Glied eine Invariante, während das zweite eine von Null ver- 
schiedene Constante ist; wir nehmen noch an, dass der Grad A der In- 
variante f verschieden von Null ist. 
Um alle Lösungen dieser Gleichung zu finden, setze man 
3» k=02,. Ih, =ag, Z,=smsi; 
dann kommt 
PCR, Soda Aa. ER o*.f(2,9ı 31, Befıdı, ... 2uYn2.), 


so «dass die gegebene Gleichung (10.) wird 


ME ) > 
Diese (rleichung wird aber befriedigt, welches auch die Funetionen r, u. 


sein mögen, wenn wir nehmen 
/ ' 


() ie YzfizYı2:, ... TU 2, 


\ A 


Daher folgen aus den Gleichungen (11.) für die Unbekannten X, 
folgende Werthe 


s | 

ız /f TYıSı, 0,4 z,) "de, 

/ £ N 

\z /f LYıSıy + P,Y, En) 4 dy, 
l 


Z = Veff(Yı82, --- 2,48.) "de. 





Als Beispiel suchen wir alle Curven, deren zweiter Krümmungsradius r 


eonstant ist. Wenn man zur Abkürzune setzt 


werden die gesuchten Curven dureh folgende Gleichung definirt: 
P+B4C' 


2. 
4A 

















4 .. ENTN 
ER ET ; u Bi; 
RT ee DEE 


a a 


Eu up 7 PIE" 
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Das erste Glied dieser Gleichung ist eine Invariante; wenn wir also setzen 
(13) A=zu Y=ywvw, Lh=su, 


so kommt 


a’+b’+c’ x.0 
e7) =, seo w= 


) 
wo a, b, c, d aus A, B, C, A hervorgehen, wenn man die X, Y, Z, dureh 
die z, y, 3, ersetzt. 


a’+b’+c? ’ 


\ 


Setzen wir nun diesen Werth von » in die Gleichungen (13.) ein, 
und integriren, so finden wir für die Coordinaten X, Y, Z der 
Curven folgende Werthe: 


oeesuchten 


> 


"dx 
——ie=X2 / 
"+b’+e . r 


. Ö "d 
(14.) Ey EA et, 
. 1 ) * , 


? 





-ds=Xx 2 
[Bi . r 


In diesen Formeln bedeuten x, y, z beliebige Funetionen einer Variabeln f, 
oder, was dasselbe ist, die Coordinaten einer beliebig gewählten Curve, und 
r den zweiten Krümmungsradius derselben. 
Nimmt man z.B. rs, =1, y, =t, 3, =f, so findet man die Curve 
i di 
2x 
J 1+41°+1* ' 
td 
27 / ra 
« 1 +-41° +1 
A dt 
Z 2x ; 
Jr 
Nimmt man aber x, = ncost, y, = nsin/, so findet man 


„ (z +3,)costdi L "(z,-+z,)sinidt R 
Kun j ti ‚ Y=n/-L ) u u 
“ “ Ds 


3 „3 4 2 i - 
sr + n 3 +2,+ n 


- 


woraus man die gewöhnliche Schraubenlinie findet, wenn man z, =1 setzt. 

Auf ähnliche Weise findet man, dass die Curven, bei denen die beiden 
Krümmungsradien ein constantes Product z haben, durch die Formeln ge- 
geben sind 

(15.) Ye), Y-e/A, ze 
“ Yor / yYer I Ver 

wo go und r die Krümmungsradien der beliebig gewählten Curve (x, y, 3 
bedeuten. 
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Als zweites Beispiel diene die Gleichung 
a 
4 nn 2er ser den 
X; Y; Z, 


Nach der Substitution (o.) geht sie über in d.o®=x, oder 


3 
& 
o= | FE 
folglich sind alle Lösungen derselben in den Formeln enthalten 
3 : 3 i 3 » 
(16) X=!x / au ‚ Y=Vz/ > ‚= Yx/ e 
9%  % yö 


Will man aus diesen Formeln die Auflösung der Gleichung /=0 ableiten, 
so muss man z bis zum Verschwinden abnehmen lassen, dabei muss man 
aber, wegen der Gleichung w’.d=z, auch Ö bis zum Versehwinden ab- 
nehmen lassen. 
Zu dem Ende nehme man für die willkürlichen Funetionen x, y, 3 
folgende Werthe an 
z = A+Bt+C#, 
y = A+BIHOH, 
z, = A-+Bt+Ct, 
dann ist 
A B Ü 
GIB Cı, 
gq"' B' er 


und die Formeln (16.) geben 


3 
/ 


X = Y-s(At44B 440 P)+P, 
Y= ySAH4B HC P+P, 
3 


Zz = VSArH3B"e4+)C"e)4P", 


daraus folgt 


A-P B C, ‘ 
Y-P B 0 = Wal. 
2. B' 07 | 





za Er 











NT PIITENPLTE Kr » R e- Es 
VERS, F BL AR P nr ne 
er > S 





re u ee 
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Lässt man also z und Öd bis zum Verschwinden abnehmen, so findet man 

A-P B CC 

Y-P B Ci=0 oder OX+0Y+0"Z+H=0, 

Zz-P" B' Ü 
welches die allgemeine Lösung der Gleichung S=0 ist. 

Ich will noch bemerken, dass die Auflösung jeder Gleichung von der 
Form 
S = go(P, R), 
wo P und R die beiden Krümmungsradien und S den Arcus der gesuchten 
Curve bedeuten, sich auf die Auflösung einer Differentialgleichung erster 
Ordnung zurückführen lässt. Denn aus der gegebenen Gleichung folgt 
dS = y,(P, R)dP+g;(P, R)dR 
und nach der "Transformation (0.) 
ods = y,(00, ro)d(wo)-+Y,(vw, ro).d(wr), 

eine Gleichung, worin nur ® und do enthalten sind. Hat man das » aus 
dieser Gleichung bestimmt, so werden die Coordinaten X, Y, Z durch fol- 
sende Formeln gegeben 


> 


ÄA= /o un 6 / wdy, A [wdz. 


Athen, den 18. Januar 1888. 









Ueber drei lineare Differentialgleichungen vierter 
Ordnung. 


(Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 


Di. Abhandlung „über die Differentialgleichung der allgemeineren 
hypergeometrischen Reihe mit zwei endlichen singulären Punkten“, welche 
der Verfasser im 102. Bande dieses Journals veröffentlicht hat, enthält ein 
Verfahren, dureh Einführung eines bestimmten Integrals gewisse lineare 
Differentialgleiehungen auf solehe von niedrigerer Ordnung zurückzuführen. 
Diese Methode soll im Folgenden auf drei lineare Differentialgleichungen 
vierter Ordnung, welche den dort behandelten Gleichungen nahe stehen, 
angewendet werden. Durch die Substitution 


y Ab 
A.) yo / (w— a)" Wdw 


wurde im $ 5 der genannten Arbeit die Differentialgleichung vierter Ordnung 


Ec d’y i 5 N, 7 d’y 
f.(&) de‘ +[(0 F 3hf (=) —h(e)] de’ 
a a RETTET 0 
.  HIO+3R OHR Hr Er 
El län CORE "EEE dy | 
Tr 0) H3)fr (2) — (4 2); (2) + (0 +Mif (2) fı(®)] dx 








HH DH" HOHEN DO NN 
in weleher (für v=1,2,3,4) f,(x) eine ganze Funetion rten oder niedri- 
veren Grades von x, ferner d eine CGonstante und (d-+3), etc. Binomial- 
eovefficienten bezeichneten, auf die Differentialgleichung dritter Ordnung 

d’(f,(w)B) = afw)R) Af,Cw)W 


do‘ dıo? dw 


redueirt. Nachdem sodann die von w allein abhängige Function W gleich 


33 + = 0 


dem Product aus einer Potenz von we und einer neuen Unbekannten W ge- 








RETRO SOSE IR 
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setzt worden war, konnte die aus (3.) entstehende Differentialgleichung für 
die Grösse W, wenn die Funetionen fi, ... f in bestimmter Weise gewählt 
wurden, in die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe dritter 
Ordnung mit zwei endlichen singulären Punkten übergeführt werden. 
Diese Rechnung wird in dem nachstehenden Autfsatze in zweifacher 
Art modifieirt. Einerseits ergiebt sich, dass nach Anwendung der Substitution 


WR = (w—1lPW, 
wo p eine Gonstante bedeutet, die Differentialgleichung der Funetion W tür 


vs 


passende Werthe von fi. ... f ebenfalls auf die Gleiehung der hyper- 
geometrischen Reihe dritter Ordnung mit zwei endlichen singulären Punkten 
zurückkommt. Andererseits lassen sich die ganzen Funetionen fi. ... f. 
derartig wählen, dass die Grösse 8, abgesehen von einem Potenzfaetor, in 
eine hypergeometrische Funetion dritter Ordnung mit drei endlichen singu- 
lären Punkten übergeht, wie solche vom Verfasser in einer früheren Arbeit * 
definirt worden ist. Man „elangt auf diese Weise zu zwei linearen Diffe- 
rentialgleichungen vierter Ordnung (im Folgenden dureh die Nummern (16. 
und (52.) bezeichnet), von denen die eine durch dreifache, die andere dureh 
doppelte bestimmte Integrale gelöst wird. Die erwähnte Abhandlung im 
102. Bande dieses Journals ist hier (wenn auf sie verwiesen wird) kurz 
durch Abh. bezeichnet worden. 

Die dritte Differentialgleichung vierter Ordnung, auf welche hier ein- 
gegangen werden soll, bildet einen speciellen Fall der Gleichung (2.), für den 
die Grösse W sich durch eine hypergeometrische Differentialgleichung zweiter 
Ordnung bestimmen lässt. Als Lösung dieser Gleichung vierter Ordnung 
ergeben sich, wie bei der vorher betrachteten, Systeme von Doppelintegralen. 

In den $$ 1— 5 des nachstehenden Aufsatzes ist die erste, in $$ 6—8 
die zweite, in $ 9 die dritte der genannten Differentialgleiehungen vierter 
Ordnung behandelt worden. 


s 1. a 
Die Difterentialgleichung dritter Ordnung 
> d’ W f ! y ! \ / nz rt x d’ W 
vw (w—l) -+eol(a +9-+Yy+3)oe—(o+0o-+]1) ‚ 
; ( a K Pe EM dee, ] dw‘ 
(4.) -— () 
nr dW 
HPA rd + +a+P+y+D)w—o'o) 2 a/y W 








*) Dieses Journal, Bd. 71, pag. 316, und Bd. 73, pag. SD. 


Dee) 
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welcher die hypergeometrische Reihe 

a’ DAR HN HT) 
l.eo "1.20 (0 +1)’ (e +1) 
EHER HH HDr OH" +D@'+2) 
| 1.2.3.0 (0° +1)(e' +2)0’(0’ + 1)(0' +2) 
genügt, wird (nach $2 der Abh.) durch bestimmte Doppelintegrale von 
der Form 


! ! ' 
Flo, By’, 0';w 


w’+ 





> ("ha BAR 2 i "hr Rare. or TR | 
6.) le / (-w)v "de / (eur (a—1)‘ 'du 
92 4 


gelöst, in denen g,, 4, zwei der vier Werthe O0, 1, x, ®, und g,, h, zwei 
der vier Werthe 0, 1, &, w bedeuten. Die Anwendung der Substitution 


7) W=zWw-VR V= (w—1)W 
auf die Gleichung (4.) liefert für W eine Differentialgleichung dritter Ord- 
nung mit ganzen rationalen Coefficienten, in welcher der Faetor der höch- 
sten Ableitung von W im Allgemeinen gleich der Function fünften Grades 
vo (w—1)' ist. Für den speciellen Werth 
3 Zu ' ’ n 

8) p= «+ß-+y—o—o 
redneirt sich jedoch, indem die Differentialgleichung durch =—1 theilbar 
wird, der genannte Factor auf »’(w-1). In diesem Falle besitzt, da zu 
(4.) ein partieuläres Integral von der Form 


(o— 1) 777114 k(e—1)+k,(w—1)’-+---! 


gehört, die Differentialgleichung für W ein partieuläres Integral, welches 
in der Umgebung des Punktes » = 1 eindeutig und stetig ist und für » = 1 
nieht verschwindet. 

In der anfangs erwähnten Differentialgleichung (3.) ist die höchste 
Ableitung der Unbekannten mit der ganzen Function vierten Grades f,(w) 
multiplieirt. Soll die Gleichung (3.) mit derjenigen Differentialgleichung, 
die aus (4.) und (7.) für WS entsteht, gleichlautend werden, so ist zunächst 
erforderlich, dass p gleich der Oonstante (8.) gesetzt werde, wodurch f;(w) 
den Werth wo’@e—1)’ annimmt. 

Man führt die Identifieirung der zwei Differentialgleichungen dritter 
Ordnung in der Art durch, dass man auch die Gleichung (3.) mittelst der 
Substitätion (7.) umformt. Hierdurch entsteht die Differentialgleichung: 








Dr 


’ En R u Ki un u Mr : “ " 
TEE N TR 
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aw—1yf(w)W] <d’w—1)rf,(w)W] 
Zi dıo® dw” 
Kr .) » , 
MEILE] _ ee 
/ 1 \ / 


(u 
dw r 








in weleher die höchste Ableitung von W den Üoeffieienten (we —1)”f,(w) hat. 

Es werden nun, nachdem man die Gleichung (4.) mit (@—1)”"" multi 
plieirt hat, in derselben die Coeffieienten der Grösse W und ihrer Ablei- 
tungen den entsprechenden Coeffieienten in (9.) gleichgesetzt, während p 
den Werth (8.) bedeutet. Hierdurch ergiebt sich. wenn man zur Abkürzung 


für die Coeffietenten von (4.) die Bezeiehntung 


(G;(w) = w(w-—-l), ale) = w|l(e + 4y +: 


10.) 


IG,(w) nn (Ar 1 y'a'- a + PH+y' H1)w 0'0, 
anwendet, das Gleichungssystem: 


(w—1)’f,(w) = (w—1)’'@,(w), 


’ x, 0 d\(w-1jyrf,(w) EEE 
-e—1)’f(w)+3 | Tal | we; -—-1)! 'G,(w), 


m I[Ge— 1)rf,(w)] d’[(w-—-1)rf,(w)] | 
fach \P | ,\ > J } | 3 \ J ua\WV) üe 5 p+l 1 ü 
(w—1)’f,(w)— | FIR (w—1)’""@, (u 
d|(w--1)’f,(w)] 


— (w—1)’f,(w)-+ 
\ 7 fi( " dın 


. | ' — (w 2 1): HI. 
_ dlw—1)rf,(w)]) , d’Iw—1)rf,(w)] | 


do’ | dw? 





Durch Auflösung desselben findet man für die Funetionen f, die Ausdrücke 


h(w) = (w-1)G;(w) = w(w-—]1)", 
fs (w) = |3G;,(w) —- @(w)\(w—1)+3(p+1)G;(w), 
f;(w) = [3@ (w)—2G,(w)+@,(w)|(w—1) 
-2(p+V)B@(w)— G;(w))+3(p+DVDpw’, 
fi w) = [@5 (w)— @ (w)+@,(w)— @,\(w—1) 
+(p+1)[36G; (w)— 26, (w)+G, (0) —( p+D)p(o+0—5)w, 





deren Grad der vorgeschriebene ist. 
Die Grösse p verbindet man mit einer anderen Constante 2 durch 
die Gleichung 
12) p=o)d-z, 


so dass aus (1.) nach Berücksichtigung von (7.) die Gleichung 
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u) N 
Sue / (w- a)(e-—-1)’” Waw 


erhalten wird, in weleher W eine partiewläre Lösung von (4.) bedeutet. 
Man führt ferner statt e', 9’, y', 0’, 0° fünf andere Constante o, , y, 0, 0 
ein. indem man setzt 


1a) (=a-x+Hl, P=ß-rHl, yY=yYy-iHl, 
| 0 =e—-d+Hl, 0=0—d+1. 


Die Gleichung (8.) transformirt sich in Folge von (12.) und (14.) in die 
Relation 
(15) e-4-AB+y+J = 22+0+0-1. 
Nach Substitution der Werthe (11.), genommen für das Argument x, 
und nach Berücksiehtigung der (Gleichungen (10.), (12.) und (14.) geht die 
Ditferentialgleichung (2.) in die folgende über 


2 \2 d'y \ / « ey ie d’ı 
und (@ a; dx‘ 1 z(2—1) (A +6)2— (9-! 0-| 3) a 
+14+3A,+ )e(e—1)+ 2(2+1)2—-(e+1)(o+1)(2—1)! A 


(16. 
/ | u 1 
(A+A+A+1)(a@—1)+2(4-+24+3)-2(o+2-+1)(0o+2+1)! 


NY de 





+A,y = UV, 
woselbst A,. A,. A,, A, die Uonstanten 


A, = a+ß-+Yy+0, 


17.) A> _- oa +ay--ad+Py+Ppd+YO, 
(Lt. 


) 2, 'ıi Ar) 
= ofy-+ a0 4 oy0 ei Pr, 





4 
A, = apyd 
bedeuten. 
Man setzt voraus, dass die Constanten e, P, y, d, z, 0, 0 ausser 
der Gleichung (15.) die Bedingung erfüllen, dass keine der Grössen 
2,0, 9, 0-0, a—ß, a—y, ad, B—y, Pd, y—Öd 
gleich einer positiven oder negativen ganzen Zahl oder gleich Null sei. 


oO 
$ 2. 
Das bestimmte Integral (13.) ist (nach $5 der Abh.) eine Lösung 
der Difterentialgleichung (16.), falls die Grenzen g und h der Bedingung 
[M],.-.—- IM], = 0 





£ 
S 
g 
K 
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Er 
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genügen, in welcher M den Ausdruck 
(41) (+ 2a) fi 
ld 82 aa Mi) 
as) m = |HO+Ww-D [KB | 
.O. == ; 
Af,(w)%) af) | 


dır dıo? 


dır 





\ Be f E; N x 
— (w —r) R (w) I — 


bezeichnet. Diese Bedingung ist erfüllt, wenn die Grösse M für »=yg und 
fir @=h den Werth Null annimmt. 

Man erkennt zunächst, dass, wenn die Zahl d-+-3 in ihrem reellen 
Theil negativ ist, M für @o= x verschwindet. Der Werth x, der neben 
eonstanten Werthen als Grenze des Integrals (13.) zulässig ist, darf also 
im Falle d <—3 für g oder h gesetzt werden, während die in (13.) vor- 
kommende Grösse W ein beliebiges partieuläres Integral von (4.) bedeutet. 
Um zu untersuchen, in welchen Fällen der Werth x als Grenze des 
Integrals (13.) angewendet werden darf, entwickelt man die Function M 
nach fallenden Potenzen von w. Zu diesem Behuf ist in das Produet 


RB = (w-1)”W 
für W der Ausdruck 


W= c,w* 1 (0x4 1, a +d—-2—-0o+1, o-+d—2—0-+1: a- +1, o- Y- 1: 
ww 7 
- y 4 N \ ) | \ 
+0,07 1 73-41, + d—-x—o+1., 9 . d- -7 Ö 1 ID) F 1. 3 BEN); l: 
2 \ 7 
re . ) . ß \ | \ 
6,0 'Fly—z+l, y+d—x—0+1, y+d—2—0+1; y-0o+1, y-P-+H1: |. 
y | w 


in welchem F das Funetionszeichen (5.), und e,, ©, e, Uonstante bedeuten, 
zu substituiren, da (nach $ 4 der Abh.) das allgemeine Integral der Glei- 
chung (4 


.* 
7 


) im Gebiet der grossen Werthe von w die obige Form hat. Es 
ergiebt sich, dass M für © = » verschwindet, falls 
ea >V9, P>I9 y>V 

ist. Sobald daher die letzteren Ungleichheiten (welche sich im Falle com- 
plexer @, 5, y auf die reellen Bestandtheile beziehen) erfüllt sind, ist es er- 
laubt, den Werth ® als Grenze des Integrals (13.) einzuführen, ohne dass 
hieraus eine Beschränkung in Bezug auf die Wahl des partieulären Integrals 
W tolgte. 

Für die Grenzen g, k kann man ausserdem den Werth 0 und den 
Werth 1 anwenden; indessen dürfen alsdann in (13.) für die Grösse W nur 
gewisse partieuläre Lösungen der Differentialgleichung (4.) eingesetzt werden. 


/ 
In der Umgebung des Punktes wo = 0 hat die Gleichung (4.) die drei Haupt- 
Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 2. 1b 
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integrale (Gl. (28.) und (30.) der Abh.) 
F(@a—x+1, —2+1, y—2+1; e-d-+1, 0—d+1; w), 

we F(o+d—-2—0+1, B+d—2—0+1, y+d—2-0+1; d-o+1, o-0+1; w), 

0° F(a+d—z—0+1, B+d—z—o-+1, y+d—2—0+1; d—-0+1, 0-0+1; w). 
Wird das erstgenannte Integral für W substituirt, so nimmt M für » = 0) 
nicht den Werth Null, sondern den Werth 

(—1)(-0)(0— 0)" 
an. Das bestimmte Integral (13.) liefert daher, wenn für W dieser Ausdruck 
gewählt und eine der Grenzen g, h gleich 0 genommen wird, im Allgemeinen 
nur Lösungen einer nicht homogenen Differentialgleichung, dagegen keine Lö- 
sungen von (16.). Wählt man für W das zweite oder das dritte der obigen 
Hauptintegrale, resp. ein aus ihnen linear zusammengesetztes Binom, so ver- 
schwindet M für »=0, falls die Zahlen d—o+1 und d—0o-+1 (in den reellen 
Bestandtheilen) positiv sind. In ihrer Darstellung durch bestimmte Doppel- 
integrale lauten, abgesehen von constanten Faetoren, die letzteren Haupt- 
integrale der Gleichung (4) — ef. die Ausdrücke (24.) der Abh. — 
(19.) / "de iR u,v, w)du, / "de ie blu, v, w)du, 


) 0) 1) 1 





ER 
EN: 
Be 
22 
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S 
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# 
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® 
“ 
| 
a 
2. 
AR 
* wi 
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IE ER 0 N le let 


wo zur Abkürzung 


(Plu,v,w) = w-w) "u le) url) 


20.) en („—w)grtde- (u—v)* o-8—Ö rd y—_ 1) 0-a—-d—1 
gesetzt ist. Also ist in (13.) im Fall o<d-+1, o<{d+1 der Werth 0 
als Integralgrenze y oder h zulässig, wenn man gleichzeitig für W eine 
particuläre Lösung von (4.) substituirt, welche sich linear durch die zwei 
Integrale (19,.) ausdrücken lässt. 

In dem Bezirk des Punktes we =1 existirt nur ein einziges mehr- 
deutiges Hauptintegral der Gleichung (4.), das, wie bereits im $ 1 erwähnt ; 


DL REBE SE DR 


wurde, die Form 
e—1)711+k,(ew—V)+k,w—1l)+--| ; 
hat. Wählt man W gleich diesem (wodurch 238 eindeutig und stetig wird), 
so nimmt die Grösse M für » = 1 den von Null verschiedenen Werth 
—(d—-x)(d-z+1)(1- 2)! 
an. Ist dagegen W ein bei dem Punkte ®= 1 eindeutiges partieuläres & 
Integral von (4.) (mit dem Anfangsexponenten O0 oder 1), so verschwindet 
M für w=1, sobald der reelle Bestandtheil der Zahl d—z+1 positiv ist. 
Demnach darf man in (13.) den Werth 1 für g oder A anwenden, falls 
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für W eine bei © = 1 eindeutige Lösung der Differentialgleichung (4. 
substituirt wird, und z<0d-+1 ist. Unter den Doppelintegralen (6.) sind 
diejenigen, welche in Bezug auf die Variable e die Grenzen O0 und x 
haben, als eindeutig in der Umgebung des Punktes » = 1 bewiesen worden 
($ 4 der Abh.). Der soeben genannten Bedingung tür W wird demgemäss 
senügt, wenn man W gleich einem Integral 
(21.) de / db (a, v, w)du 

setzt, in welchem (u, v, w) die Funetion (20.), und die Grenzen g,, h, zwei 
beliebige der Werthe 0, 1, ©, e bedeuten, resp. wenn W gleich einer Summe 
derartiger, mit willkürlichen Uonstanten multiplieirter Integrale ist. Man 
kann in diesem Falle die Gleiehung für W auf die Form 


ps 7 


(22) W=/ -w)teVb=/ (-wytetiVdo 


/ 
« « 
0) u) 


bringen, wo V entweder ein Integral 


(23.) = / (ur) Tr a— 1) du 


(g.h,=0,1,%,v) oder eine Summe solcher, mit Constanten multiplieirter 
Integrale bezeichnet. Die Grösse V ist nach der letzteren Definition ein 
beliebiges partieuläres Integral der hypergeometrischen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 
#4.) a hen Din cn 
| +(0@ —0 +1)(P 0 - 1)) — A). 
in welcher «, 5, 0, 0 die Constanten (14.) sind. 

Durch die obigen heehnungen sind 0, 1, x, x als Werthe der 
(srenzen g, h des Integrals (13.) ermittelt worden. Indem man für W die 
verschiedenen zulässigen Ausdrücke (6.) substituirt, ergeben sich aus (13. 
partieuläre Lösungen der Differentialgleichung (16.) in Gestalt dreifacher 
bestimmter Integrale. Unter diesen sind zunächst gewisse Hauptintegrale 
der Gleichung (16.) hervorzuheben. Im Gebiet der grossen Werthe von x 
findet man vier mehrdeutige Hauptintegrale, welche gleich dem Produet 
aus einer Potenz von x (nämlich =”, @°°, x’, x’) und einer in diesem 


(rebiete eindeutigen Function von x sind. In der Umgebung des Punktes 


< 


(nach steigenden Potenzen von x) die Anfangspotenz gleich 2’, resp. 


1--0 


T 


z—=() hat man zwei mehrdeutige Hauptlösungen, in deren Entwickelung 


ist. Im Uebrigen kann man Hauptintegrale für diesen Theil der 
16* 
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x-Ebene nicht angeben, da zwei bei x = 0 eindeutige partieuläre Lösungen 
mit den Anfangsexponenten OÖ und 1 existiren, also ein aus ihnen linear 
zusammengesetztes Binom wieder den Anfangsexponenten 0 hat. Dasselbe 
gilt von der Umgebung des Punktes x = 1; jedoch sind daselbst neben 
zwei eindeutigen partieulären Integralen zwei mehrdeutige vorhanden, welche 
die Eigenschaft haben, gleich dem Produet aus der Potenz (2 —1)'"* 
und einer bei x = 1 eindeutigen Funetion (mit dem Anfangsexponenten 0, 
resp. 1) zu sein, so dass ein aus ihnen linear zusammengesetztes Binom 
die gleiche Eigenschaft besitzt. Im Bezirk des Punktes re =1 giebt es auf 
diese Weise gar keine Hauptintegrale der Gleichung (16.), denen ein un- 
bedingter Vorzug vor den übrigen zukäme. — In Bezug auf die Wahl der 
Grenzen g, h des bestimmten Integrals (13.) gilt, wenn die Hauptintegrale 
von (16.) aufgesucht werden sollen, eine ähnliche Regel wie für die hyper- 
geometrischen Integrale ($$ 7 und 12 der Abh.). Um in irgend einem 
der Gebiete der singulären Werthe 2=0, e=1, zr=x zu partieulären 
Lösungen von (16.) zu gelangen, welche eindeutig sind oder dureh Division 
mit einer Potenz eindeutig werden, hat man in (13.) die Grenzen g und A 
entweder gleich z und dem betreffenden singulären Werthe oder gleich den 
übrigen beiden singulären Werthen zu setzen *). Für die Grenzen g,, h,, 
95, h, des Doppelintegrals (6.), das in (13.) an Stelle von W zu substituiren 
ist, besteht zum Theil die analoge Regel, ausserdem kommen aber die- 
jenigen Beschränkungen in Betracht, welehe im Vorhergehenden für die 
Funetion W, im Falle g oder k gleich © oder 1 ist, erhalten wurden. 
Bevor hierauf eingegangen wird, soll eine Hülfsformel abgeleitet werden, 


Wenn in die Gleiehung (2.) ein ihr genügendes Integral von der 
Form (1.) für y eingesetzt wird, so geht dieselbe in die Gleichung 


(d+1)(9+2)(0+43) [ (w— a) fı(w)W dw 


(25.) —(0+1)(0+2) / (wa) f(w)Wdw 





77) ” 
' 0 ee 
+41) / (wa) w)Wdw- / (wa) f(w)Wdw = 0 
> f 
*) Man vergleiche die nachstehende Arbeit des Verfassers „Ueber eine Klasse von 
Functionen einer complexen Variabeln, welche die Form bestimmter Integrale haben“. 
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über (Gl. (38.) der Abh.). Es möge, indem man den reellen "Theil der 


Constanten @, 2, y, d—z+1 als positiv annimmt, der Fall betrachtet werden, 


’ 
dass die Grenzen g und A gleich 1 und x sind. Für f,(w), ... (ww) sub- 
stituirt man die Werthe (11.), für W das Product (e—1)" ”W. Wegen der 


— 


jenutzung der Integralgrenze g= 1 ist nach $2 für W der Ausdruck (22 
zu setzen, in welchem V ein partieuläres Integral der Differentialgleichung 
(24.) bedeutet. . Der Variable x gebe man den speciellen Werth 2=0. 
Hierdurch ergiebt sich aus (25.) die Beziehung: 


TS. 


+7. 
(I+1)(d+2)(d+3) / Alw)e *w—1) dw f (v-w—'v Vde 
j r 


»Z 


SL. 
N N 3 ON f (0-3 \0—x / \e—y—1 } H—i 
— (d+1)(d+2) / bw)w"kw—-1"dw/ (e-w)-'ort? Vdv 
1 “ 


() 
»L 5 LS 
-(d+1) / k£w)w’"w—1) "dw [| (e-w) ort?” Vdo 
l ( 


SL. 


SL. / 
/ f, (w)w ” '(w 1)? "dw / (—- we) ort? VYdo V. 

E () 
Die Ausdrücke (11.) der Funetionen f,(w), ... f‚(w) ordne man nach Potenzen 


von w; dann kommt in der. letzten Gleichung hinter den Integralzeichen. 


abgesehen von (e—1)"* und (e—w)””—"', die Grösse » nur in den Potenzen 
wow’, w°', w”’” vor; in Folge dessen erhält man eine lineare homogene 


Itelation zwischen drei eonstanten dreifachen Integralen. Wird dureh Z, 
das Integral 


Op -d-r . \—x & Fi \x—r7—-1 ,.7+9—-x-0 R 
Br el m (w—1) "dw / (e—w)* v Vdı 


bezeichnet, woselbst V ein Ausdruck von der Form (23.) ist, so findet man 
nach Berücksichtigung von (12.), (14.) und (15.), dass die obige, aus 
erhaltene Gleichung die Gestalt 

(I+1)(o-+1)(o+1)L,+apyL, en 
—[(a+d—2+1)(B+d—2+ 1) y+4—2+ 1) 420046 +1) @-I)e+o+1)]L I 
annimmt. Dieses Resultat lässt sich in formeller Beziehung leicht verall- 
gemeinern. Nennt man m eine beliebige positive ganze Zahl und «,, /? 
Yı, O1, O1, 9, %, die Constanten 


In. 


1 4 


(ü=e+m-I1, pP, = P+m-—l, y,=y+m-—l, d, = d-+m -1. 


| =z4m—-l 0 =e+m-l o5=0+m-l, 
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so besteht zwischen letzteren die zu (15.) analoge Gleichung: 


+ Pi4 yıtdı = 22, +0,+09—1. 


Die Grössen a. Pı. 


PP, yı Sind positiv, da a, , y es sein sollen; d,—z, ist 


gleich d—z. Mithin befriedigen die Constanten e,. ... o, ein System von 
3edingungen von derselben Art, wie soeben für die Constanten a, ... 9 
vorausgesetzt wurde. Ferner bleibt die Differentialgleichung (24.), welcher 
Y genügt, ungeändert, wenn die Werthe «,, ... o, an Stelle von «, ... 0 
treten; denn es ist 
e=a—z+1l=a—-241, 9=P-x+1=P-a+t1, ete. 

Hieraus folgt, dass man, während die Funetion V ihre frühere Bedeutung 
behält, in der obigen linearen Relation die sieben Constanten «, ... o durch 
Oı, ... 0, ersetzen darf, wodurch Z, L., Lin L._., ZL 


m) m 


L,.;ı übergehen. 
Für die letzteren drei eonstanten Integrale besteht demnach die Formel: 








(dm) (0+m)(o+m)L,,; 
on) —(a+J--2-+m)(B-+d—2+m)(y+d—z24m) I _0. 
(2+m—1)(o+m—1)(o+m—1)+(d-+m)(z—O)(o+0+2m—1)_ ‘ 
-(@a+m—1)(P+m—1)(y+m—1)L,-: 
Führt man in (26.) statt » eine neue Integrationsvariable w mittelst der 
Gleichung w = I ein, so ergiebt sich für Z, der Ausdruck 


ST. 


28.) L == /w’ “(1 — 1)’ rv—1i dw / [v1 —w)—1]* y—1 pi -x-0 Vdv, 


\ 


T 0 
in welchem V wiederum irgend ein partieuläres Integral der Differential- 


sleichung (24.) bezeichnet. 


>’) 


Ss4. 

Um die zwei mehrdeutigen Hauptintegrale der Differentialgleichung 
(16.) für die Umgebung des Punktes #=0 zu erhalten, hat man in dem 
bestimmten Integral (13.) die Grenzen g und A gleich OÖ und x zu nehmen. 
Die Anwendung der Grenze O0 erfordert nach $ 2, dass in (13.) für die 
Grösse W eine von den Doppelintegralen (19.) linear abhängige Funetion 
substituirt werde. Es zeigt sich, dass die Benutzung der Ausdrücke (19.) 
selbst zu den genannten zwei Hauptlösungen führt, indem letztere durch 
die dreifachen bestimmten Integrale 
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/ "dw / "de va, v,w, x)du, 
0 ff jr 


(29.) ır dan L 
/ dw / de / P(u,v, w, x)du 


0 0 c 





dargestellt werden, wo P(u,e, w,x) die Funetion 
/ n . 0 
P(u,v,w,x) = 


\ (w-2)(w-1)’(o-Wwy rer tr (uote garden gl yet 


(30.) 


bedeutet. Die Integration nach « ist zuerst, die nach w zuletzt auszuführen. 
Das erste der Integrale (29.) werde durch die Substitution 

u= iv = Uu0Wr, v=lw=dDiVr, w=NWIr, 
das zweite durch die Substitution 


1 
E_ u; v=tw=0DVWr, w=iWr 


umgeformt. Dann erhält man, abgesehen von einer als Factor auftretenden 
Potenz von —1, die Ausdrücke 


"1 x “ 1 as y “ 
x"? / wP=e(1— mw) ’1—-we)’> dw / wre) do 


ı) 0 


. 4 —0— +0 \ 1 
x / ur+d-=e (1 a ) (l-— uviv:r) 1 du 


0 


und 


u # 1 u, y \ - 
2 / w(1-w) (me) dw / wrr’ (1—0)"71do 


0 


0 
x wre 1 Wr (—unwe)”t du, 
o 


die in einander übergehen, wenn man einerseits o und o, andererseits « und 
P vertauscht. Entwickelt man in denselben die von x abhängigen Factoren 
der zu integrirenden Funetionen nach dem binomischen Satze, so sind die 
eonstanten Integrale, welche als Coeffieienten der Potenzen von x auftreten, 
ausschliesslich Eutersche Integrale erster Art. 

Die in der Umgebung des Punktes x = 0 eindeutigen Lösungen der 
Gleichung (16.) ergeben sich aus dem Integral (13.), wenn die Grenzen g 
und 4 desselben die Werthe 1 und x annehmen. Wegen des Vorkommens 
der Grenze 1 hat man für W die Funetion (22.) einzusetzen; hierdurch 
entsteht das partieuläre Integral: 
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(31.) [ (e— a) (w—1) "dw [ (e—w)71grtd-0 Ve, 
1 RT 


in welchem } eine beliebige Lösung der Differentialgleichung (24.) bezeichnet. 


RR Be | . ’ 
Durch die Substitution w = ur erhält man aus (31.) den Ausdruck: 


“ i \ , er “ va »+0d—-2—-0 7 
/ 1-A-we]w’(1- wa / [e1-m)—1]"7! 073° Ya. 
0) 0 
Derselbe liefert, wenn die Potenz [1-(1—-w)xr]"” nach dem binomischen 
Satze entwickelt wird, die Reihe 


ech er  d(ö+1) 
(32. Lu | L,c+ 1> 


I 

+- 10» 

| ) 
/ 


(0$+1)...(ö +m— 
Lat. OD Otm-D | zu 


1.2...m 
wo Lu, Li... L,, ... die in (28.) angegebenen constanten Integrale sind. 
Man kann nun mit Hülfe der Formel (27.) leicht den Zusammenhang dieser 
lteihe mit der entsprechenden Lösung von (16.), welche durch directe Reihen- 
integration gewonnen wird, nachweisen. Setzt man nämlich in die Diffe- 
rentialgleichung (16.) für y eine Keihe von der Form 


’ C,x- Xd+1) G2°-+..-- %d+1)...(ö+m-—1) 


a ar | 
J 77 12 1.2. m 


Y m | 
Ü.X : 


ein, in welcher C,, C,, ©, ... Constante bedeuten, so bleiben €, und €, 
willkürlich, und es sind je drei Coefficienten C,_,, C,, ©, ;, durch dieselbe 
lineare lielation verbunden, welche nach (27.) zwischen L,_,. L,, L,.ı be- 
steht. Die Reihe (33.) geht daher in die mit dem bestimmten Integral 
(31.) identische Reihe (32.) über, falls für C, und ©, die Werthe C, = L,, 
C,=L, gewählt werden. 

In (31.) mögen für V nach einander die zwei Hauptintegrale der 
Ditterentialgleichung (24.) in der Umgebung des Punktes » = 0 


»R 
[ woran de, 
1 





(« 7) u ca € Zus DZ 7” 
IT 


substituirt werden. Dann erhält man, als particuläre Lösungen von (16.), 
die Ausdrücke 


S dw £! dv f P(u,e, w,x)du, 
X . 


(34.) 





Saw f” de [ Fu, v,w, z)du, 
ı u 0 


. ee en; 

er NEE ET Ne 
RR Sy ale 
TEE Le) 20 a NT, 
AN, 
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welche durch die respeetiven Gleichungen 


R l D | 
e= en 5 . —w= : 
l—u v—| 1—ıw 


ud dv | 
u — . 5 TE 5 
uv— | v—1 1—w 


(nach Fortlassung einer Potenz von —1) die Form 


[wA-ny-[1-(1 wir] dw / vw He (L _p)F-(L— pm)"7'do 


rn "2 \ i 
[wa -py "1-1 w)z] "dw / wre (lv) (l-0w) 7 de 


annehmen. 

Im Gebiete des Punktes x = 1 ergeben sich die eindeutigen Lösungeı 
der Gleichung (16.), wenn man in (15.) die Grenzen g und Ah gleich 0 und 
x» nimmt, die mehrdeutigen dagegen für g=1, h=:r. In Bezug auf di. 
Funetion W sind die in $ 2 erwähnten Beschränkungen zu beachten. Maı 
setzt im Fall g=0, h=x für W nach einander die zwei Integrale (19.). 
im Fallg=1, h=x zwei Integrale von der Form (22.) ein: und zwar mög 
die in (22 


\ 


.) vorkommende Funetion V gleich je einem Hauptintegral deı 
Gleichung (24.) im Gebiet der grossen Werthe von © gewählt werdeı 


Dann gelangt man zu den folgenden vier partieulären Integralen von (16. 


»T. un un 
/ dw / de / P(u,e, w,.x)du, 


0) () () 


ıT » I. 
/ dw / de / Pu,e,w,x)du, 
(9a o u 1 
(39.) Re, «2 a 
[ dw / de / Pu,e.w. z)du, 
q ur '% 


/ dw fi dr [ P(u,e,w,x)du, 


I 0) ( 





in denen 7 wieder die Function (30.) bedeutet. Wendet man auf dieselbe: 
die respectiven Substitutionen 
Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 2. 17 
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uvm vw w 
u 7 ,;, vw= 
upw— 1 vw —] w—| 
1 DW w 
"E . m . wie 
1—u vw— 1 w—| 
uv— 1 v—1 s 
.- a 3 ‚ e—-l1=(r—1l)w, 
11D u k 
v—| } e: 
u = ]1- U. yo= - ’ oe —1l= (LT 1l)w 


an, so kommt, nachdem bei dem dritten und vierten Integral die Potenz 


(2-1) vor die Integralzeichen getreten ist, die Grösse x bei den vier 
Integralen nur in je einem Factor der zu integrirenden Funetion vor, der 


für 2= 1 selbst gleich 1 wird. Durch Entwickelung dieses Factors ge- 
winnt man aus jedem der vier Integrale eine nach Potenzen von z—1 auf- 
steivende Reihe, in welcher, wie in (32.), die Coeffieienten eonstante drei- 
tache Integrale enthalten; auch sind, wie bei jener Reihe, je drei auf einander 
toleende Üoefficienten durch eine homogene lineare helation verbunden. 
Die Bedingung, dass die betrachteten Integrale einen bestimmten Sinn haben, 
wird bei jedem einzelnen Abschnitt dieser Abhandlung als erfüllt ange- 


nommen. 


N D. 


Die Hauptintegrale der Differentialgleichung (16.) im Gebiete der 


srossen Werthe von x werden aus dem bestimmten Integral (15.) erhalten, 
indem man die Grössen g und h gleich & und x, resp. gleich O und 1 wählt. 
Wird g=x, h=xr gesetzt, so ist nach $S 2 (unter der Voraussetzung 

0, P>0, >60, d+3<-0) der Ausdruck (13.) ein partieuläres Inte- 


oral von (16.), sobald W überhaupt der Gleichung (4. 


[ü 'enügt. Man nehme, 


0 

während g und A die genannten Werthe haben, die /Grösse W nach ein- 
ander gleich den drei Hauptintegralen der Differentialgleichung (4.) im Ge- 
biet der grossen Werthe von ® (s. (23.) und (25.) der Abh.). Dann er- 


xeben sich die folgenden drei Hauptintegrale von (16.) im Gebiet von = x: 


/ de/ de/ Plu,ev,w,x)du, 


y* en 4 
’yr ern | ? er k 
v be) “ “f3 / PR r e\ 
L L 0 


vn »] un 
/ dw/ def Wu,e,w, z)du. 


SL 0) 1 








h 


e 
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Statt v, ve, w werden, nachdem man die Function (30.) für 7 substituirt 
hat, neue Integrationsvariable u, vd, iv mittelst der respeetiven Gleichungen 


T TI T 
= U u 2 
uvm vv w 
T 7 
vu, = a 
vw w 


va=1—-ı. v=1-d w 
eingeführt. Hierdurch verwandeln sich (abgesehen von Potenzen von —1. 
die als Factoren vorkommen) die Integrale (36.) in die Ausdrücke 


” ) \N % 


/ i w\ u “u 
af w°(1—-m) (1- 2 div / D°*(1—9)"7]" dv 


7 , „+0 ) 


a ad | udım \* tr: | 
au 1-ıu)? (1- | cu. 


\ r / 


dw / v’ (lv) dv 


.| EEE Fr u uw \“ w z Ro; 
er Yo zu ) A. 
y* : LI 
' ’ w \’ b I—v)w 7” 
2” / w'(1-w)”(1- ) dw / w(l—v l - di 
1 u 1 / > 1; u 1 or. 
Ei A1-WHr gl nn)rr en, 


von denen die zwei ersten in einander übergehen, wenn man «@ und 9. o 
und o vertauscht. Die zu integrirenden Funetionen der obigen dreifachen 
Integrale enthalten je zwei Factoren, die von z abhängen. Entwiekelt man 
letztere nach dem binomischen Satze, so kommen bei den zwei ersten Inte- 
sralen keine anderen transcendenten C'onstanten vor als Eulersche Integrale 
erster Art. Auf solche Integrale lassen sieh auch die Coeffieienten der Ent- 
wiekelung des dritten Integrals redueiren; denn die daselbst auftretenden 
eonstanten Doppelintegrale von der Form 


2 Um 2 1 / \ı— » 
fern WT- Wi (l-up)Wdu 
0 0 


+) 


sind (nach $ 3 der Abh.) gleich dem Produet zweier Eulerschen Integrale. 

Das vierte zu 2= x gehörige Hauptintegral der Gleichung (16. 
ergiebt sich aus dem bestimmten Integral (13.), wenn die Grenzen g und 
gleich O0 und 1 genommen werden. Diese Werthe der Grenzen führen nach 


17” 
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$2 zu einer doppelten Beschränkung der Function W. Einerseits muss, 
weil eine Grenze des Integrals (13.) gleich O ist, die Grösse W sich linear 
aus den zwei Doppelintegralen (19.) zusammensetzen; andererseits darf wegen 
des Vorkommens der Grenze 1 nur eine in der Umgebung des Punktes 
=] eindeutige Lösung von (4.) für W genommen werden. Die gleich- 
zeitige Benutzung der Grenzen 0 und 1 in (13.) ist daher nur in dem Falle 
möglich, dass eine lineare homogene Funetion der urössen (19.) angegeben 
werden kann, welche in der Umgebung des Punktes » =1 eindeutig ist. 
Eine solche Function von w ist aber das Integral 


(37.) ("de fr P(u,v, w)du, 
0 0 
ın welehem Pfau, ve, w) die Funetion (20.) bedeutet. Man erkennt leicht, 
dass dasselbe sieh linear durch die Integrale (19.) ausdrücken lässt. Denn 
nennt man 


VY, = /[ War a1) de, 


« 
0 


»L 
vr, = / WWF (a1) de, 
x“ 


»L 
} zu / (u au vo)” . = (a—1)°7 F "du, 
() 


so werden die Integrale (19.) durch 


az art at’ UV Am je Nr’ „ro UV A, 
/ e-w)"e Vıde, / (—-w)”v V,dv 


0 


dargestellt, während das Integral (37.) gleich 


Lew, 


LerE 


/ @-w) ev" V,do 


F 


ist. Zwischen },, W;, F;, als partieulären Lösungen von (24.), besteht aber 
eine Relation I, = eV, +6, V;. 

Dem Beweise, dass das Doppelintegral (37.) eine bei »=1 eindeu- 
tive Funetion von ww ist, soll eine Bemerkung in Bezug auf die Differential- 
eleiehung (4.) vorausgeschickt werden. >Substituirt man in (4.) 


W = w"W,, 


so genügt die Function W, der analog zu (4.) gebildeten Differential- 
sleiehung 


3 





11 


b 
di 
h 


W 


ir 


ü 
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) d’W zZ #) [77 zZ) 77 x 7 d’W 

vo (w—] _ıL9ol(a A" 3) —(o +0 1 3 

Br ( ) dw’ . | \ A, w dw‘ 

38.) | 

+Hf( N N dWN y 
iu Der dev 


m gr 7 


‚y A \ Pe 
ra DB 4 +N rr -1)e- 060 | 





‘ 


„ PA} rn 7 


in welcher «', 9", y’, 0", 0’ die Constanten 





"= —o +1 = a +d—z—-o+l, P'=P—-a+1 = B+d—z—0 
y"=y-od+1l=y+4d—2-0+41, 0" = 0-0 +1 = 0-cHl, 
0' = 2-0 = d—-04+]1 
bedeuten. Diese Differentialgleichung besitzt (nach $4 der Abh., 


die Symmetrie der Gleichung in Bezug auf «, 9, y 
beachten ist) ein particuläres Integral 





I -wo rd (wo) (a—1)° du, 
ur 1 
welches bei » = 1 eindeutig ist und durch die Substitution 
v I 
t ‘ u = 
v—|1 1—ı 
in das Integral 
Re .| r v . 7 2 } a 
(—1)’ / vo” = (1—9)* "I1--(w—1)(1—v)|”” do 
a - uf 1/ x 9” x 
[ wr'A1-u) e (1-un) 
(39. I 
\ ) \ Bo nr " u 
= (1 / vr 1-9" T14Ww—-DA—n)P do 
»j N i 
I url WTA) du 
übergeht. — Es werde nun auf das Integral (37.) die Substitution 
u® u(l—v 
u—_ PER... ‚ v=w(l1—-p) 
(u—1)w u—|1 \ 


aneewendet. Dann verwandelt sich dasselbe (abresehen von einer 
ben) \ > 


von —1) in das Produet aus der Potenz w'”” und dem in (39.) 


Doppelintegral, wobei nur die Variablen u und vd vertauscht erscheinen. 


aber die Potenz =" 


dass das Integral (37.) bei «= 1 eindeutig bleibt. 


Man kann die Eigenschaft des Ausdrucks (37.), eine bei w 


ka'py" Ww 


y und auf ©, 


— ] 
dentige Funetion von « darzustellen, auch in direeter Weise ableiten, indem 





1. 


wobei 


Go ZU 


du 


Potenz 


angegebenen 


Da 


sich nur in dem Punkte = 0 verzweigt, so folgt. 


ein- 
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man zeigt, dass, wenn die Variable »- eine eeschlossene Curve um den 
Punkt 1 durehläuft, der genannte Ausdruck ungeändert bleibt, weil das als 
Summandus hinzutretende Integral den Werth 0 hat. 

Nachdem hiermit bewiesen worden ist, dass in dem bestimmten 
Integral (13.) die Werthe 3g=0, h=1 für die Grenzen zulässig sind, wenn 
daselbst für W die Funetion (37.) eingeführt wird. findet man als das vierte 
Hauptintegral der Gleichung (16.) im Gebiete der grossen Werthe von r 
den Ausdruck: 


40.) / dw ("de fi Pin, v’. WW. r)du. 


Derselbe geht, nachdem für 7 die Funetion (30.) eingesetzt worden ist, 
durch Anwendung der Substitution 


u - —, = (lI- Hip). v=1-% 
u—|1 es 


in das Produet aus 


2} 


4 \ Ö ’ ” > 
(1) a 
und dem dreifachen Integral 


1— WD 0 er nu TER 
- dw / wr(1-vyt+i ed 


= 


”] 47 r $ a 1 
/ wWr(A-m(1- u 


dan \2+0—x—o/f a\2 +0 ( .4+0—3-0 . 

x ee? 1-1) m(l-u)] du 

über. Das letztere Integral ist eine im Gebiet der grossen Werthe von x 
eindeutige Funetion von ır. 


Die Gleichung (15.). durch welche die sieben Uonstanten eo, P. y 


I “ f} “ 


d, z, 0. 6 mit einander verbunden sind, entspricht dem bekannten, von 
Herrn Fuchs bewiesenen Satze, wonach die Summe aller zu endlichen singu- 
lären Punkten gehörenden Exponenten sich von der Summe der zu. r=x 
gehörenden Exponenten nur um eine ganze Zahl unterscheidet *). 


$ 6. 


Um die zweite Differentialgleichung vierter Ordnung. welche hier 


st 
f 


behandelt werden soll, aus (2.) zu erhalten, führt man in (1.) und (3.) statt 
8 eine Grösse W mittelst der Relation 


*) Cfr. die Abhandlung des Herrn L. Fuchs „Zur Theorie der linearen Differential- 
oleichungen mit veränderlichen Coeflicienten“ im 6%. Bande dieses Journals. par. 121. 
h =) 





A 


d 







Pochhammer, dreı lineare Differentialgleichungen IV. O. 


+1. = w’W 
ein, wodureh die Differentialgleichung (3.) die Form 
d’(wrf,@w)W) d’(wrf,(w) W) 
dw‘ de‘ 
dwrf,(w)W) 


dv 


we f,(w) W 








annimmt. Man bestimmt nun die Funetionen fi, ... f, und die Constante p 





dureh die Bedingung, dass die Gleichung (42.) in die hypergeometrische 


Ditferentialgleichung dritter Ordnung mit drei endlichen singulären Punkten 








Foo: 0 FREE u dW 
gpiw - (A I); ( m ri Ww 
P\ ’ dıe’ I\ /ı [ i \ die: 
1 ) a 0) 
> ) 
/ i—2),@ (u ,— 2), w (u 
/ E» 
,—1),p (u .—1),w (w); MW 
ibergehe, in welcher zur Abkürzung 
| Bad ve —l)w—h 
44.; 
lv vo) = b,(w—1)(w—k)+-b,w(w— k)+b,e(w-— | 


vesetzt ist, während 4, %k, b,, b,, b, Constante und (A—1), ete. Binomial 


eoefficienten bedeuten. Die Gleichung (43.) wird durch bestimmte Integrale 
45.) W o- wo o—] '(v—k ‚de 
\ / \ 


befriedigt, deren Grenzen g,, A,, gleich zweien der fünf Grössen 0, 1, % 
x, w sind *). Integrirt man die Gleichung (43.) durch Potenzreihen, so 
findet man in der Umgebung der singulären Punkte w=0, w=1, w=h 
nur je eine mehrdeutige partieuläre Lösung mit den respeetiven Anfangs- 
exponenten b,+4—1, b,+4—1, b,+4—1, ausserdem je zwei eindeutige Lö- 
sungen (mit dem Anfangsexponenten OÖ oder 1). Der Ausdruck (45.) liefert 
‚ie mehrdeutigen Integrale, wenn die Grenzen g,. Ah, gleich dem betreffenden 
singulären Punkte und der Variable w, dagegen eindeutige, wenn sie gleich 
„weien der übrigen oben genannten Werthe genommen werden. Im Ge 
biet der grossen Werthe von w existiren neben einem partieulären Integral 


von (43.), welches den Anfangsexponenten b,+b,-b,+4--5 hat und aus 


Man vereleiche die erwähnte Abhandlung des Verfassers im 71. Bande dieses 


Journals und berücksichtiee die Bericehtieune auf Seite 142 — 1453 des 73. Bandes dieses 
Journals. 
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(49.) für g = x, hh= w erhalten wird, zwei weitere Integrale, die wie die 
Potenz w’”' mehrdeutig sind. Lösungen der letzteren Art entstehen aus 
(49.), wenn g,, A, gleich zweien der Constanten 0, 1, k gewählt werden. 
Aus der Forderung, dass die Gleiehung (42.) mit der Gleichung 
(43.) identisch werde, folgt für p der Werth 
4.) p= 1-b-4. 
Denn wenn man in (43.) 


W= w’Wß 
substituirt, so entsteht für W eine Differentialgleichung mit ganzen rationalen 
Coefficienten, in welcher der Factor von A im Allgemeinen gleich 
o"@w—1)(e—%k) und nur im Fall p = 1—-b,—% gleich einer Function vierten 
Grades von ww, nämlich gleich w’(e—1)(e—k) ist. Die Function fr). 
welche in (3.) den Üoefficienten von “; bildet, bedeutet aber eine ganze 


Funetion vierten oder niedrigeren Grades. 

Man multiplieirt (analog zu $ 1) die Gleichung (43.) dureh «”'' und 
setzt hierauf die Üoeffieienten der Grösse W und ihrer Ableitungen den 
entsprechenden in (42.) gleich. Auf diese Weise gelangt man zu den Be- 
stimmungen 

ef) = wrtglu), 

or fe) Tee) 


EN. 2 0’ 6 BE 5 arN\ 
N dır u IA 3)14 (ww) 


G .\! 
www), 
92 d(wrf,(w)) 19 F(wrf,cw)) 
dır | dın“ 


1er fl) 


.— m? +1 ( 1. -2) ’ p' (w) | ()- +») nv (w)}, 
wrfi um) d(w’f,(w)) d’(w’f,(w)) d’(wrf,(w)) 
1\ J ur » - 


de | dw’ dw“ 

n- wer -1),p" (w) | (A 1), w(w)!, 
welche (nach Beachtung von (46.)) für die Funetionen fi, ... f; die Ausdrücke 
fx) = wg(u) = ww—N)(r—h), 
kw) = [Ay (w)+wlw)|w-+3(p+l)y(w), 

Ira) = [@:0" w)+@ıw ae) +2Cp+ Dan w) we) 
+3(p+D)pw-—-D(w-—k), 

fie) = [@) #"’@w)+@ ep" w)]c+p+DI@).F" 0) +@)w (u) 

k)-+(b,+4)(e—1)] 








Hp+V)pllb+ 4) (ww 





Be, 
2 
B. 
“ 
Ya 
= 
14 


>» 


A ' 


>» 


en = 


Die Werthe (47.) sind, nachden 








Pochhammer, drei lineare Differentialgleichungen IV. O. 





ı das Argument « durch x 


er/setzt 





ist, in die Differentialgleichung (2.) zu substituiren. Die letztere lautet, 
wenn man statt d eine andere Constante « mittelst der Gleichung 
(48) 0 — 0 
einführt, 
d’y | 5 
(2) — (e—3),h(a)+ he 
X Io: \ )la\ / EN )) dx’ 
U’y 
IN fl N. Flat kl —- 
Lifa—2)f, (2 o—Z)f(z)+f(xe)| 
(49.) | (( ala \ ) \ )( ) fi\ /J dr‘ (), 
; 
\ uf \ , \ MI / N { 1' LEN e/..N dy 
[ef d+@-DE DHe-DEDdHD 
k s a BEIN G in un . / 7 N‘ 
+) te) K)tre)h () re le) ly 
Man definirt ferner vier Uonstanten /, 0, 0, r durch die Gleichungen 
x 1? — (U b; } #® 0 232 DE b; I. l. 
(D0.) 
Io = b, b,- 2. 7 bh. b, 1 2o, 
so dass 
b,=a—-+Hl, &,=0—oa—P-+l, b=rTr—a— HL, 
.»=ßP—-0(, p=0—a 
wird, und bezeichnet abgekürzt durch y die Uonstante 
(51. , o+T—0a—2P-+1. 
Von den Werthen 
0, 0-0, T—0, a—P, 0 Y, 7 Y 


soll keiner gleich einer positiven oder 
Null sein. 

Dureh (47.), (0.). 
(49.) in die folgende 





(51.) verwandelt 


negativen ganzen Zahl oder gleich 


sich die Differentialgleichung 


s 
2/ nm %y 
7 € r l)(a -k) de 
ae 0 nz ‚d’y 
+NA,-+6)e+ le +0 —4)k+o+T—4e+2Kk(l—o)r - 
A»N ri m PN „2 » / \ 2 
(i a.) | (A,-+5A,+ va -k 0 0—1) | d’y 
I+[(?+0—-2) |@—-0)k+2— 7} +(B—-1)(B—2)(k+1)]e) 4 
ir 258 £ ‚oa re a 7 dy 
1 ( + Ar A, | 1)c- \(? 1) o|(9 Ph ae P dx l,y v, 
woselbst A,, A,, A;,. A, die Identität 
(z—-a\ 2 —- Mc —-[P-1\)\(e—Yr) = rr-+A, 2°4A.a 1,2-+A, 
\ / \ 9 Li JI/N 1. l i > 


Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 2. 
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befriedigen, also die Constanten 





A, = —ja+2P—-1-+7!, 
PIE A; = aß+alP—L)+ay+P(P-VD)-+Pr-+(P-V7; 
Re A; = —jaPp(P-V+eßy+alf—-VDy+PlP-Dyr!; 
A, = «p(P-V)y 
bedeuten. 


Das in (1.) definirte Integral y lautet hier nach Berücksichtigung 
von (41.) und (48.) 


(34.) Y — ["w-a) wer * Waw, 


9 
und die Gleichung (45.) für die Grösse W nimmt durch Einführung der 
Constanten (50.) die Form 


A 5 / y Bonn 
(58.) W = / wg lg — 1) Alp — KT do 
9 
an. Aus (54.) wird dureh Substitution des Ausdruckes (55.), wenn man 
zur Abkürzung 
56.) 2v,w,x) = (w- zw — wor Pl — 1) lo — KT 


setzt, die Gleichung 


U 


(51.) y= ("dw / 2%, w, z)dv 
91 


erhalten. 


sh. 

Das bestimmte Integral (54.), in welchem W eine partieuläre Lösung 

von (43.) bezeichnet, genügt der Differentialgleichung (52.), wenn die in 
(18.), $ 2, erwähnte Grösse M sowohl für w=g als für w = h verschwindet. 
Nach Substitution der Funetionen (47.), sowie des Werthes —« statt d' er- 


giebt sich für M der Ausdruck 
(a1 wa) wg) 
(e—1)(w— ) [a D)wp(w)+ww(w)+p+2)p(w)|W 
98.) M=|\_ (w— 2)" w)W- 4-2)wp'(w)twyp(w)+G&p+l)ylw)] = 
+(@a —1)(w- 2)" wy(w) = — (w— ze) "wy(w) kai ’ 








Ay m 


— rn 


7 


| 
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wo zur Abkürzung 


x(w) = kw) hlw)+Lı (W) 
(59.) = [R—1),p"(w)+A—1),w (w)]w—(3p-+1D)y (ww) 
+ 2p+V)PRyp(w)+w(w)]+3p(p+1)(w—1)(w—k) 





gesetzt ist. 
Wenn «, 2, y den Ungleichheiten 


>. A<U v< 


genügen, welche, falls diese Constanten complex sind, sich auf den reellen 
Theil derselben beziehen sollen, so darf in (54.) für qg oder h sowohl der 
Werth x als der Werth © gesetzt werden, während W ein beliebiges par- 
ticeuläres Integral von (43.) ist. Denn einerseits verschwindet M für w = r, 
sobald der reelle Theil von « die Zahl 3 übersteigt. Andererseits sind, da 
bei Integration der Gleichung (43.) durch eine Reihe 


/ 
W —- K,u0"- K, wi! K,w" FE arm 


der Anfangsexponent g die Werthe 4—1, 4—2, b,+b,+b,+2—3 annimmt. 
die Anfangsexponenten der correspondirenden Reihen für W nach (41. 
gleich p+4—1, p+4—2, p+b,+b,+b,-+4—3, d.h. gleich —e—1, 
P—a--2, y—a—1l. Wird nach Substitution dieser Reihen auch die Funetion 
M nach fallenden Potenzen von w entwickelt, so haben die respectiven 
Anfangsexponenten die Werthe 9, P—1,y. Also verschwindet M tür w= x, 
wenn die reellen Bestandtheile von 5 und y negativ sind. 

Für g oder A sind ausserdem die Werthe 0, 1, k zulässig: indessen 
treten dann Beschränkungen für die Funetion W ein. Man entwickele den 
Ausdruck M zunächst nach steigenden Potenzen von w. Da für W in der 
Umgebung des Punktes «= 0 Reihen von der Form 


(W=uatautrew+gw+--, 


\W = wrri-C,+C,w+0,w’+---) = w”(C,+Qw+ C,w’+---) 


J 
existiren, so hat man nach (41.) für W die Reihen: 

(WV = 0 (+ 1 W+,W-+---), 

BR — C,+ j4 w+-C,w’+---, 
Wird in (58.) die erstere Reihe für W substituirt, so findet man, dass M 


für = 0 verschwindet, falls der reelle Theil der Constante o—«-+1 po- 
18* 
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sitiv ist. Dagegen nimmt M, wenn man für W die letztere Reihe einsetzt, 


für == 0 den von Null verschiedenen Werth 
(1) kle—o)(a—o—1)0,2”" 


an. Mithin darf man in dem Integral (54.) eine Grenze g oder A nur dann 


gleich O0 nehmen, wenn gleichzeitig für W ein in der Umgebung des 


Punktes »—= (0 eindeutiges particuläres Integral von (43.) (mit dem Anfangs- 


exponenten 0 oder 1) eingeführt wird, und o>e-—1 ist. Nun stellt der 


Ausdruck (55.) der Grösse W eine solche bei «=0 eindeutige Funetion 
von w dar, falls die Grenzen g, und A, aus den Uonstanten 1, kA, ® gewählt 
werden. Daher hat man in dem Doppelintegral (57.), sobald g oder Ak gleich 
0 ist, für g, und A, zwei der Werthe 1, k, » einzusetzen. 

In der Umgebung des Punktes @ = 1 bestehen für W Reihenentwicke- 
lungen von der Form 


(8 = ataw-Drew-N)'+--, 


7 


I = w—1) [046 (w—1)+ wi te 


und in der Umgebung des Punktes wo = k die folgenden 


(R = ata(w—-M+e(w—h)+--, 
| I zu (w— k)'°=e[C, Ü (w un k) .— C, (w- k)' ... # 


Denn die Anfangsexponenten der Funetion 28 stimmen, wie aus (41.) folgt, 

diesen Gebieten mit den Anfangsexponenten der entsprechenden Ausdrücke 
von W überein, und bei Integration der Gleichung (43.) durch eine nach 
Potenzen von w—1, bezw. w—%k aufsteigende Reihe erhält man für den 
Exponenten der Anfangspotenz die Werthe 0, 1, 5,+4—1, bezw. 0, 1, 5,+4—1. 
Die Constanten b,--4—1, b,+4—1 sind aber nach (50.) gleich 0—a—o, 
’—@a—9. SNetzt man in (D8.) für W die zuerst erwähnte, bei w=]1 ein- 


deutige hteihe ein, so ergiebt sich 


[IM], 
c,X( | )- ce, (0 — L)(k 1)]( 1-2)” h 


(60, ) 
da 1ER 





wo z(1) den Werth der Funetion (59.) für «= 1 bezeichnet. Ebenso nimmt, 
wenn in (D8.) für W die obige, nur die positiven ganzen Potenzen von 
c— k enthaltende Reihe substituirt wird, der Ausdruck M einen von 0 ver- 
schiedenen Werth, der analog zu (60.) gebildet ist, an. Durch Anwendung 
der Werthe 1 oder k für g oder h, während gleichzeitig für W eine der 


1 
W 


h 


W 


9 


1 
Sı 
St 
F 
bh 


S1 
s] 


W 


RT SEHR NEFTEN 0 © 
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genannten bei vw = 1, bezw. w=%K, eindeutigen Lösungen von (43.) ge- 
nommen wird, erhält man demnach aus dem bestimmten Integral (54.) keine 
partieuläre Lösung von (52.), sondern nur Lösungen von gewissen nicht 
homogenen Differentialgleiehungen. Setzt man andererseits für % die oben 
eenannte Reihe ein, welche gleich dem Produet aus (w—1)’"*"* und einer 
bei »= 1 eindeutigen Funetion ist, so verschwindet M für «= 1, sobali 
der reelle Bestandtheil von 0—a@—o positiv ist. Desgleichen ist N = 0 für 
o— k, falls für W die mit der Potenz (w—k)'"""* beginnende Reihe ge- 
wählt wird, und der reelle Bestandtheil von 7#—«@—o positiv ist. Den letzt- 
eenannten Reihenentwiekelungen von 28 entsprechen die mehrdeutigen Haupt- 
integrale der Differentialgleichung (43.) im Bezirk vw = 1, bezw. w=#. 
welche aus dem bestimmten Integrale (55.) für , = 1, h, = w und für g, = Ä%. 
h,= w erhalten werden. Also darf man, um zu Lösungen von (52.) zu 
velangen, in dem Doppelintegral (57.) für g oder A den Werth 1 anwenden, 
wenn g, und A, gleich 1 und w genommen werden, und den Werth %, wenn 
q, und A, gleich %k und w sind. 


$ >. 

Die Integration der Gleichung (52.) durch Potenzreihen zeigt un- 
mittelbar, dass in der Umgebung des Punktes 2 = 0 zwei eindeutige Lö- 
sungen mit den Anfangsexponenten 0 oder 1 existiren, ausserdem zwei Lö- 
sungen, welche, gleich dem Produet aus z°°* und einer bei e=0 eindeutigen 
Fnnetion sind. In dem Bereich des Punktes r = 1, resp. des Punktes r = Äk, 
besitzt die Gleichung (52.) je drei eindeutige Integrale mit den Anfangs- 
exponenten 0, 1, 2, ferner ein viertes Integral, welches durch Division mit 
der Potenz (e—1)° *"", resp. (e—k)'"**', eindeutig wird. Im Gebiete der 
erossen Werthe von z sind die Anfangsexponenten der Entwickelung (nach 
fallenden Potenzen von x) bei zwei partieulären Integralen gleich 7, resp. 


?—1, bei einem gleich « und bei einem gleich 


2 

Die in den $$ 6 und 7 enthaltenen Rechnungen führen zu einer Dar- 
stellung dieser verschiedenen partieulären Lösungen der Gleichung (52. 
durch bestimmte Doppelintegrale. In den Gebieten der endlichen singulären 
Punkte e=0, e=1, z=k erhält man die erwähnten mehrdeutigen Lö 
sungen, wenn man in (57.) die Grenzen g und Ak gleich dem betreffenden 
singulären Punkt und der Grösse x setzt, dagegen eindeutige Lösungen, 


wenn man für g und h zwei der übrigen singulären Werthe (einschliesslich 
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des Werthes oc) wählt. Die Grenzen g,, h, werden in jedem dieser Fälle 
durch die im $ 7 abgeleiteten Bedingungen bestimmt. 

Nimmt man in dem Doppelintegral (57.) die Grenzen g und A gleich 
0 und x, so sind nach $ 7, wegen des Vorkommens des Werthes g=, 
die Grenzen g,, h, gleich zweien der Werthe 1, k, » zu setzen. Man erhält 
auf diese Weise die partieulären Integrale 


(61) "de "Re, w,a)do, [dw 2, w,z)do, 
0 1 0 k 


in denen (2 die Function (56.) bedeutet. Wird das erste derselben durch 


die Substitution 


1 
a = vw=rW, 


das zweite durch die Substitution 
=—, v=cWw 
d 
umeeformt, so gehen dieselben nach Berücksichtigung von (51.), abge- 
sehen von eonstanten Factoren, in die Ausdrücke 


zer / wel w)@d / ve (1-0) (1— kv)"97(l— one)’ do, 


) 


de ur . >. i R r p \I-a-# Nm 
ze+' / we-(1— mw) dw / ve(1-v)' 3(] =) (1 ” ) dv 
« « \ N 
0 0 

über. Indem man ferner g=1l, h=x und g=4k, k=© wählt und (nach 
$ 7) beachtet, dass in (57.), falls g=1 ist, die Werthe ,=1, h,=w, und 
falls g= % ist, die Werthe , =#, h,=w zu nehmen sind, ergeben sich die 
folgenden zwei, bei = 0 eindeutigen partieulären Lösungen von (52.): 

L dp »L en 
(62.) / dw / 42(v, w, z)de, / dw / 2le, w, x) dv. 
y“ d "k g: 


In der Umgebung des Punktes e=1 hat man zunächst das mehr- 
deutige Hauptintegral 
(63.) / | dw 2%, w, z)de, 
“ y 


welches dureh die Substitution 


v—-1= (w-1)d=(z—-])iw w—1l=(e—1l)w 





d 


N 
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die Form 


1 ’ 
Const. (17 / w°=e(1—w)[1+(2—1)w] "dw 
N ” 0o—-a—f 9 -0o- ' \ 12—# I f j 
x FAT HE Don [1-7 m] a 


annimmt, sodann die drei in diesem Gebiet eindeutigen Integrale 


(64) Saw Dar, [ dw/ Dar, [ dwf"Nde, 


0 0 k 


Analog verwandelt sich das zum Gebiet des Punktes % gehörige Hauptintegral 


(65.) / dw / 2(v, w, r)dv 


k k 


dureh die Substitution 


v—k= (w—Mp=(r—k)uow w— k= (z—k)w 


o+1 


in das Produet aus (2—k)' und einer bei e=% eindeutigen Function, 


während die Integrale 


(66., [dw / 2dv, ("dw [ 2de, 4 de / de 

0 1 () k 1 1 
in der Umgebung des Punktes x = 4 eindeutig und stetig sind. Die zwei 
ersten Ausdrücke (64.) sind mit den zwei ersten Ausdrücken (66.) identisch: 
dieselben stellen Functionen dar, die in der Umgebung jedes endlichen 
Punktes eindeutig und stetig sind, mit Ausnahme des Punktes x = (0. Ferner 
sind das dritte Integral (64.) und das dritte Integral (66.) mit den Integralen 
(62.) gleichlautend, so dass das erstgenannte nur bei r=%K, das letztere 
nur bei z= 1 eindeutig zu sein aufhört. 

Im Gebiet der grossen Werthe von x lassen sich unmittelbar drei 
partieuläre Lösungen von (52.) angeben, welche man als Producte aus je 
einer Potenz von x und einer in diesem Gebiete eindeutigen Funetion 
schreiben kann. Es sind dies die Integrale: 


Fu ‚x ’w ’. ne ei »x% 
(67) / dw/ 2dv, / dw / Adv, / dw / dv. 
ee 'n Yu y‘ Yan yt 
Dieselben liefern, wenn neue Variablen dv, w durch die respectiven Glei- 
chungen 
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U zT 
= —- w= 
v Dim w 
T 
v=) w= 
w 
ve= bw, e= 
w 


eingeführt werden, die Ausdrücke 


»] 


7 Zi ara ['w "1-0)-e1(1 vw 1. ex ) a 


T 


+] 


»1 a T=a—y3 I o—1 
Const. =’ / w(l-w)dn / vd (1-2) (1-0) "do, 


. a PR. kom \i-e-1 
Const. a’ / w” '1-w)°dw f p°=’(1—9)'7°"?(1— ko)’ u € ) dv, 


woselbst y die Constante (51.) bedeutet. 
Ausserdem hat eine Differenz zweier bestimmten Integrale von der 
Form (57.) die Eigenschaft, der Differentialgleichung (52.) zu genügen und 


0. 


für grosse Werthe von x in das Produet aus der Potenz x° und einer ein- 
deutigen Funetion von .e überzugehen. Diese Lösung der Gleichung (52.) 
wird nach einem bekannten Verfahren als die Differenz zweier partieulären 
Integrale einer linearen, aber nicht homogenen Differentialgleichung ge- 


wonnen. Nennt man 


— 


‚1 | 
af dw / :(e,w,x)do, 


.[ 0 A 
(68.) r & 
„= / dw / I2:e, w, z)dv, 
u‘ “ 


4 


\ 





wo (2(e, w, x) die Funetion (56.) bedeutet, so stellt der Ausdruck 7—-£ ein 


particuläres Integral von (52.) dar, weil, wie gezeigt werden soll, 7 und [ 


einer und derselben nicht-homogenen Differentialgleichung genügen, deren 
linke Seite mit derjenigen der Gleichung (52.) übereinstimmt. 
Man bezeichnet zur Abkürzung durch w(e, w) die Function 
(69) wle,w) = -w0r”@—1)"" lo — ki} 

und durch W,, W,; die Integrale: 

- \ r 1 , " u u 

0.) w, = / o(v,w)de, W; / o(v, w)de. 

w F 


Dann ist nach (96.): 


A Er ER 


Er 
ii. 
= 
A 

Br; 

Be 

R 

3 

Ei 
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/ (w- -7)” or W,dı, 
(71.) . 
Ye / w— a)’ w'"W;,dw. 


= 





Die Grösse W, ist ein partieuläres Integral der Differentialgleichung (43.), 
welches in der Umgebung des Punktes © =0 eindeutig und stetig bleibt: 
W, ist das mehrdeutige Hauptintegral von (43.) im Gebiet des Punktes 


LI 


vo = k. Die reellen Bestandtheile der Constanten o0—a+1 und T—-e—o 
mögen positiv sein. Dann verschwindet nach $ 7 die in (58.) angegebene 
Grösse M für we=0, falls W= W, genommen wird: ebenso ist M=0 füı 


v=k, wenn man die Funetion W, für W einsetzt. Die Ausdrücke (71 


sind daher Fälle des Integrals (54.), für welche zwar |M den We 
Null, aber IM |, einen von Null verschiedenen Werth hat: die Grenze / 
ist sowohl bei 7 als bei £ gleich 1. Hieraus ergiebt sich, dass jede 
Funcetionen 7, {© eine nicht-homogene Differentialgleichung befriedigt, deren 


linke Seite die der Gleichung (52.) ist, und deren rechte Seite (efr 


Abh., wobei die dort bewirkte Division der Gleichung durch d zu I 
sichtigen ist) die Form —o[M|,_, hat. Jedoch ist in M der Werth N 2 
zu substituiren, falls es sich um die Differentialgleichung der Grösse 7 
handelt, dagegen W = W,;, falls die Differentiaigleichung der Grösse [ her- 
gestellt werden soll. Man kann nun leicht nachweisen, dass der Ay uck 


[M\,-, bei der Substitution W= W, derselbe ist wie bei der Substitution 


3 


W=W;,, woraus dann folgt, dass n und { partieuläre Integrale einer und 
derselben Differentialgleichung sind. Es ist zu bemerken. dass die Uon- 
stanten —oe—1l und 0—a—o—1 hier ebenfalls als positiv in ihren reellen 
T'heilen vorausgesetzt werden. 


Für © = 1 stimmen die Funetionen W, und W, überein. da 
IW;| ‚== | W;|, h = / ale, lL)de 
ist. Aus den Gleichungen 


dw Ioo(v, w) dW "oo{v,w 
= / 2 de, ur / dv VVC,W)| 
dw .J ow dw e | 


U 


tolgt ferner 


dW, er Pe | m rn] [ Ow(r, w | 
| dw .: Sr do Je=ı / dep | ‚de : 


denn &(v, w) verschwindet (wegen —oe—1>0) für e=w. Werden in 


Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 2. 
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Analogie zu (41.) zwei Grössen W, und W, durch die Gleichungen 
IS, — ww? W, — w’* W, i I, = w’W, = ww’ W, 


definirt. so ist auch 


; .. AM AB, 
Bl = Bel (Tl, 1 Pr hi 


dır 


In der Umgebung des Punktes © =1 hat die allgemeine Function W die 
Form (s. $ 7) 


RB = o+e(w—1)+c(w— 1) ++ @w-1"[O+ Ce —L)+Gw—NV’+--], 


woraus 


A ) THREE 
ru +26, (w -1)+-+(0— a --0)0,(w 1)" "+. 


tolgt. Da o—a@—0—1>>0 sein soll, so hat man 


an u AIS ar 
W],-ı = Co, | Fe Hi aa C. 
t der Bestandtheil 
 @-1)"[C+0 (ee -D+GWw—1N’+--] 


Nach $ 7 träg 


der Function W zu dem Werthe [M].-, nichts bei, wenn, wie hier ange- 
nommen wird, 0—&—o positiv ist. Mithin ist [M],_, gleich dem in (60.) 
angegebenen Ausdruck | 

c,(@—1)(0— &--o)(k-1)(1—- 2)" [ex 1) +c (lo —a—e—1)(k—-NYA— 2)". 


Da nun die Constanten e, und ec, in den Fällen R=-W, und Rß=- WM, die 
nämlichen Werthe haben, so ist auch [M],-, im Falle W=W, dieselbe 
Function von x wie im Falle W=W;. Folglich genügt 7—{ der Diffe- 
rentialgleichung (52.). 

Jedes der beiden Integrale 7, Z, die man auf die Form 


\a 7 ® w S —( 3 
n = (-1)’x / vr ) w dw/f w(e,w)de, 
k 


TC 
0 


vz [7 ’'w 
( w 0-6 
= rar (1- ) w def w(v, w)do 
u L « . 
k 


k 
bringen kann, ist gleich dem Product aus der Potenz x° und einer für 
grosse Werthe von x eindeutigen und stetigen Funetion von x. Demnach 
stellt der Ausdruck 
sie 7. r f A "2 en 
(72.) / dw / le, w, 2)de— / dw / ‘2(v, w, x) dv 
0 k > 


k k 


ER RR ö en .. 
DE NN EEE RN ETTRTREREN kin ö 
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ein wie die Potenz «° mehrdeutiges Hauptintegral der Differentialgleichung 
(52.) im Gebiet der grossen Werthe von « dar. 

Es möge erwähnt sein, dass man dem partieulären Integral (72.) eine 
einfachere Gestalt geben kann, wenn man einen complexen Integrationswee 


” 


für die Variable » anwendet. Lässt man » vom Nullpunkte aus eine »e- 


schlossene (sich nicht schneidende) Curve durchlaufen, in deren Innern die 
Punkte 1 und A liegen, so ist, abgesehen von einem eonstanten Factor. das 
Doppelintegral 
(dw / Q v,w,x)de 
l . 

mit dem Ausdruck (72.) identisch. Nach $ 7 darf in (54.), wenn man beide 
Grenzen g, h gleich O0 nimmt, für W die Funetion W, eingesetzt werden. 
Indem man nun (nach $ 1 der nachstehenden Arbeit) das Verhalten der 


Grösse W, im Fall eines Umlaufs der Variablen @e um den Punkt %, resp. 
um die Punkte 1 und %, feststellt, zerlegt man ohne Schwierigkeit das 


oO 
soeben erwähnte Doppelintegral in die in (72.) angegebenen zwei Summan- 


Bu - 
den, zu denen noch der eonstante Factor e’"’”®_1 hinzutritt. 


“#Sr: 


Y9. 

Es soll schliesslich ein Fall der Differentialgleichung (2.) betrachtet 
werden, in welchem die Funetion f‚(x) den Werth Null hat. Durch die 
Substitution (1.) erhält man, wenn f(x) = 0 ist, und wenn gleichzeitig der 
Buchstabe y statt d angewendet wird, aus (2.) die Gleichung 


[N),-[N.-, 


NER ii 2) A’, w)R] Alf, w)R] 
+ / (w— ze)" .— - 


4. a. 
€ (w)\%,de = (0, 
dw’ dıw [x 


q7 
in der N den Ausdruck 
[-0 +9 e-D WE 
are] ı 


dır ) 


4 x r + “ > \ \ 
IL fan ot - Sr _ 
| w—r) (u )IS 


bedeutet. Grenügt also % der Differentialgleichung zweiter Ordnung 


2 MR Alf.(w)M 

7a) ÜBER u = 0 
dw’ dw > 

und werden die Grössen g, h so gewählt, dass N für v=g und w=h 

verschwindet, so ist (im Falle f(x) = 0) das bestimmte Integral (1.) eine 


19* 
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partieuläre Lösung von (2... Man bezeichne durch o und z zwei Uon- 
stanten und definire die Funetion W durch die Gleichung 


(5) B= we"(@w-N"W, 


\ 


so dass für y der Ausdruck 


77 
(76) y= / (w-)"w(w—1)' Waw 


entsteht. Dann lässt sich für passende Werthe von A,(w), £(w), f;(w) die 
für W geltende Differentialgleichung auf die der FRE NO hypergeome- 
trischen Reihe, 


a ud a ak „ dW Pr 
1) ev (w—1) He + +Dw-o] a W 


dio“ dıw 


zurückführen. Verbindet man nämlich «', P', e' mit drei anderen Uonstanten 


N 


@, 9, o dureh die Gleichungen 
18., @ = a+y—-o—T+l, P=Pß+y-o—tr+l, 0 =0—-0c-+1 


und wählt für £Ge), £@w), f(w) die Funetionen 








, \ 2 / IN? 
f.(w) = w(w-—1), 
u w(w—1)[(a+P—2y- Ho —2y—3)], 
yf 3 Mi ei ar ON f EN 2. g \ „2 < f ar u Y \/ 2 \ 
f;(w) = (a—-y7—2)(P—-yY—2)w—(oe—y-—1)(o l)\w-1, 


-[(e—T—1)(d—-T-1)-Y—-T+D)(e+0—2y—5)]w, 
so geht, wie eine einfache Rechnung zeigt, die Gleiehung (77.) in Folge 
der Substitution (75.) in (74) über. Für die genannten Werthe von fi, ß; 


f; (und i =0, d=y) nimmt die Differentialgleichung (2.) die Gestalt 





“ ‚ d’y ’ u 
2, ) . “T L ih. IN/ Se fi i2\ „| . 
z(e—1, Ze TEE 1)|(e Ho+5)(2—1)+ 3 Bann. 3) d.ır’ 
+[(e-+1)(o+D)(e—-1D)-+ Br(e—-V)+(+1)(w-+1)e] ni 

79 
r ( ) | \ | nn: 14 u \ f uras f ‚ Ai 
+( -1) I @- Hl) ar 1) 00 ’ 2 \w /V )] T 1)} dy 
W FR I\/2 [\ ; F PT; is | dr 
Hoe@+1)P+1)+Tw—(e-yY)(o-y)]r 

I ER | N — 

rap) Wi l)y sm 0 


an. woselbst DB die Constante 


 JSed+e+M@r7+D+rY+D 


Pr IV / ) ' E 
006 —-- TW-- 2(0 +0-+7T+ w)-r9d 


bedeutet, und ® mit den Uonstanten «, P, y, 0, 0, t in der Beziehung 
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(80.) a+P+2y-+1 = o0+0+T+w 
steht *). 
Die reellen Bestandtheile der Constanten «, 9, y-eo-+l,; 


y—t+1, y—-o+1 werden als positiv, der reelle "Theil der Constante 


*) 
«) 


‘ 
als negativ vorausgesetzt. Dann verschwindet N, sobald man « «„leich 


. 


einem der vier Werthe 0, 1, ©, x wählt und für W irgend ein partieuläres 


zen 


Integral von (77.) substituirt. Der Gleichung (77., 


( 
„c 


Integrale von der Form 


r "hi @ “7 / \ 1 
W = / w—-w) Fer (o—1) ‘do, 


deren Grenzen g,, Ah, gleich je zweien der Werthe 0, 1. ®, w sind. 
zeichnet man also durch P(e, w, x) die Funetion 

P(e,w,2) = (w-a) "ww — 1" lo—w)tTrigPtret(g—] 

so ist der Ausdruck 


(81.) y / dw / De, w, x)do 


eine partieuläre Lösung der Differentialgleichung (79.), falls für g, 


der Werthe 0, 1, &, x, und für g,, h, zwei der Werthe 0, 1, x, w 


ya 


werden. 


Die Hauptintegrale in den Bezirken von e=0, z=1. r=x 


renügen bestimmte 


P 


geben sich für die Gleichung (79.) nach denselben Regeln, die im Vorher: 


gehenden für die Gleichungen (16.) und (52.) zur Anwendung kamen 
der Umgebung des Punktes ze=0 stellen die zwei Ausdrücke 


82. / def Ple,w,x)de, / dw/ Pe, w, x)de 


“ 
, 
( 0 0 1 


die mehrdeutigen Hauptintegrale von (79.) dar, und zwar ist im ersteren 


die Potenz x’? 


‘, im letzteren die Potenz x” mit einer bei @=0 eindeu- 


tigen und stetigen Function von = multiplieirt. Die analoge Bedeutung 


haben für die Umgebung des Punktes z= 1 die zwei Doppelintegrale 


2 ’w ’ b ”,  L 
(83.) / dw/ Ple,w,z)d, / dw/ So, w, x)de, 


1 1 1 


*) Die obige Differentialgleichung (79.) ist von Herrn J. Thomae in seiner Schrift 
„Ueber eine Function, welche einer linearen Differential- und Differenzeneleichune vierter 


mu. 


Ordnung Genüge leistet“ (Halle a. S., 1875, Nebert) behandelt worden. Die Bezeichnung 
der Constanten ist hier eine etwas andere als in der genannten Schrift. Herr Thomae 


definirt die Function y durch die Art ihrer Unstetigkeit und Verzweigung. 
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bei denen (@—1)' " und (=—1)'"" die Anfangspotenzen der Entwickelung 
nach steigenden Potenzen von e—1 sind. Man transformirt die Integrale 
(82.) und (83.) durch die respectiven Substitutionen 























’ N TR DET OR 
& 0 polen 0a a 1 Ze Eee ai Be 


ve =dDWer, v = Wr; .= n w= Wie; 
e—-l1=pow(r—l), we-l=mw(r-]); ve = — . »—-1l=mw(e—]). | ‚ 
Von den Funetionen ‘ 
(84.) & (w— 2)’ w(w—1)""Waw, | ! 

1 ww 


(85.) / (w— 2) w(w 1)" Waw 
0 
ist die erste eindeutig und stetig bei = 0, die zweite eindeutig und stetig 
bei e=1, während W ein beliebiges partieuläres Integral von (77.) be- 
zeichnet. Da wegen des letzteren Umstandes jeder der Ausdrücke (84.) 
und (85.) zwei wesentlich verschiedene particuläre Lösungen von (79.) ent- 
hält, so gehören zu (79.) die Anfangsexponenten O0, 1, 1-o, 1-0 in der 
Umgebung des Punktes 2 = 0 und die Anfangsexponenten 0, 1, 1—r, 1-w 
in der Umgebung des Punktes 2= 1, was man durch Integration mittelst 
Potenzreihen leicht bestätigt. 
Im Bezirk der grossen Werthe von x sind die zwei Integrale 
(86.)  / g dw / "Do, w,x)dv, / "dw ( De, w, c)dv 
r x 2 


® 
0 


5 


sleich Produeten aus der Potenz x”, bezw. x’, und je einer eindeutigen 
. u * / ” h . x [ 
stetigen Funetion von x. Man setzt in beiden Integralen » = . und im 
w X 


ersteren ausserdem ® = A Die Integrale von der Form 


n ’4 -., 
(87.) / (w— ze) 7 w(w—1)""Widaw, 
0 


wo W irgend eine Lösung von (77.) bedeutet, führen, wenn man sie nach 
fallenden Potenzen von z entwickelt, zu Reihen, deren Anfangspotenz gleich 
x” ist. Im Gebiet von 2=x sind also —a, —P, —y, —(y+1) die zur 
Gleichung (79.) gehörigen Anfangsexponenten *). Die Gleichung (80.) ist 


*) Man bemerke, dass in den Coefficienten der Gleichung (79.) die Factoren der 
höchsten Potenzen von x auf dieselbe Form, die sie in (16.) haben, gebracht werden 
können, falls man die Constanten A,, A,, A,, A, durch die Identität 
(—a)(c—B)\(r—-y)z—-[r+1])) = z!-Ar’+A,o0’— A c+A, 
definirt. 
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ein Ausdruck der oben erwähnten Beziehung zwischen den Exponenten 
aller singulären Punkte. Die Constanten 0, 0, 0-0, rt, w, T—w, «—ß, 
a—y, P—y werden als nicht ganzzahlig vorausgesetzt. 


Die Differentialgleichung (79.) ist hiermit — wie früher die Glei- 
chungen (16.) und (52.) — durch bestimmte Integrale gelöst worden, die 


sich von einander nur durch die Werthe der Grenzen unterscheiden, wäh- 
rend die zu integrirende Function eine und dieselbe bleibt. Dass die ein- 
zelnen partieulären Integrale der Gleichungen (16.), (52.) und (79.) die im 
Vorhergehenden angegebenen Eigenschaften haben, wird durch die allge- 
meineren Betrachtungen bewiesen, welche den Gegenstand des nachstehen- 
den Aufsatzes „Ueber eine Klasse von Functionen einer complexen Va 
riablen ete.“ bilden. 
Kiel, Oetober 1886. 












Ueber eine Klasse von Functionen einer complexen 
Variablen, welche die Form bestimmter Integrale 
haben. 


Von Herrn L. Pochhammer in Kiel.) 


Eu Folgenden wird eine Gruppe von bestimmten Integralen betrachtet, 
der sowohl die hypergeometrischen Integrale als auch die partieulären Lö- 
suneen der in dem vorstehenden Aufsatze behandelten Differentialgleichungen 
anoehören. Dieselben sind dadurch eharakterisirt, dass die zu integrirende 


Funetion, welehe von einem Parameter x abhängt, letzteren ausschliesslich 


u‘ 


x .* 


in einem Factor (w — x)‘ enthält, woselbst ©» die Integrationsvariable und 
), eine Uonstante bedeutet. Durchläuft die Grösse x eine geschlossene Curve, 
so stimmt im Allgemeinen der schliessliche Werth des bestimmten Integrals 
nieht mit dem anfänglichen überein. Unter gewissen Voraussetzungen lässt 


sich aber, wie „ezeigt werden soll, die Aenderung des \Werthes eines 


fe) > 


solehen Integrals in einfacher und direeter Weise berechnen. 

Bei der Integration mehrdeutiger algebraischer Functionen ist die 
Anbringung von Querschnitten in der Ebene der complexen Veränderliehen 
ein wichtiges Hülfsmittel, um die Resultate der Rechnung anschaulich zu 
machen. Für die hier angestellten Untersuchungen erscheint es jedoch 
zweckmässiger, auf dieses Hülfsmittel (wenigstens in der Regel) zu ver- 
zichten und die Beweglichkeit der Variablen nicht einzuschränken. Auch 
würde, da der Exponent 4 nicht als rational vorausgesetzt wird, die zu 
integrirende Funetion sich im Allgemeinen nicht mittelst einer endlichen 
Anzahl von Blättern eindeutig darstellen lassen, 

In den nachstehenden $$ 1 und 2 werden einfache bestimmte Inte- 
srale behandelt; im $ 1 nimmt man die Grenzen als constant an, während 
im S 2 die obere Integralgrenze gleich x gesetzt wird. Im $3 werden 
die in den beiden ersten Paragraphen abgeleiteten Sätze auf mehrfache be- 
stimmte Integrale von ähnlieher Form ausgedehnt. 





N 
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sl. 
Es sei S(x) das bestimmte Integral 


(1) Se) = [w-z)f(w)dw, 


in welchem f(w) eine im Allgemeinen mehrdeutige Function von «wo allein, 
und g, A, 4 beliebige Constante bedeuten. An der unteren Integralgrenze 
o=g fixirt man, falls f(w) mehrdeutig ist, einen bestimmten Werth dieser 
Function, desgleichen einen Werth der Potenz (w— x). Ist w=g ein Ver- 
zweigungspunkt der Funetion f(w), so dass sich die verschiedenen Zweige 
derselben durch die Wahl des Werthes f(g) nieht unterscheiden lassen, so 
wird unter S(x) das Integral | 
(2.) [w — 2) f(w)dw 
g+E 
verstanden, in welchem e eine überaus kleine Grösse bezeichnet. und an 
dessen unterer Grenze ein bestimmter Werth f(g+e) gewählt wird. Man 
setzt voraus, dass der Integrationsweg alle Verzweigungspunkte der zu 
integrirenden Function, sowie alle Punkte, wo sie unendlich oder unbestimmt 
wird, vermeidet, und dass die suecessiven Werthe dieser Funetion sich 
stetig an einander anschliessen. Ferner wird, falls die Grenzen g, h zu den 
singulären Punkten der Funetion f(w) gehören, das Integral (1.) als conver- 
gent angenommen, in dem Sinne, dass die den Grenzen benachbarten Theile 
des Integrationsweges nur einen unendlich kleinen Beitrag zu dem Integral 
liefern. Man setzt ausserdem voraus, dass, wenn in der «-Ebene in der 
unmittelbaren Nähe des Punktes g oder Ah irgend eine unendlich kleine 
Curve gezogen wird, das über eine solche Curve erstreckte Integral der 
Function (w—z)’f(w) einen verschwindend kleinen Werth habe. Dann ist 
in (1.) eine Aenderung derjenigen Richtung, in welcher der Integrationsweg 
sich dem Punkte g oder k nähert, ohne Einfluss auf den Werth des Inte- 
grals.. Nach diesen Festsetzungen hat das Integral (1.) für einen gegebenen 
Integrationsweg und für einen gegebenen Anfangswerth der zu integrirenden 
Funetion einen bestimmten eindeutigen Werth. Betrachtet man zwei ver- 
schiedene Integrationswege von der Beschaffenheit, dass das von ihnen ein- 
geschlossene Flächenstück keinen Unstetigkeits- oder Verzweigungspunkt 
der zu integrirenden Function enthält, und stimmen die Anfangswerthe der 
letzteren überein, so nimmt das Integral in beiden Fällen den gleichen Werth 
an, so dass der eine Integrationsweg durch den anderen ersetzt werden darf. 
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Die Grösse x, welche einen Parameter der zu integrirenden Function 
darstellt, ist ein Verzweigungspunkt derselben, da die Constante A nicht 
ganzzahlig sein soll. Man betrachte irgend einen bestimmten Werth der 
Grösse x, der jedoch nicht zu den singulären Argumenten der Function 
f(w) gehören möge, und beschreibe um den Punkt der Ebene, welcher diesen 
Werth darstellt, einen kleinen Kreis. Es sei abe ein Bogen des Kreises, 
ab'c der übrige Theil seiner Peripherie. Von a ziehe man eine beliebige 

(sich nicht schneidende) Linie zum Punkte 


En g, von c eine solche zum Punkte Ah, und 

;”. i .« nehme für das Integral (1.) nach einander 

j Ei \ die zwei Integrationswege, welche in den 

% E “-. Strecken ga und ch übereinstimmen, von 

? . Pr denen der eine aber ausserdem den Bogen 
g aa Re abe, der andere den Bogen ab'e enthält. 


Der reelle Bestandtheil der Constante A--1 
werde als positiv vorausgesetzt; dann sind die Integrale längs der Kreis- 
bögen abe und ab’e verschwindend klein, sobald der Radius des Kreises 
genügend klein gewählt wird. Die Integrale zwischen den Punkten y und 
a sind identisch, da von gleichen Werthen der zu integrirenden Function 
ausgegangen wird. Dagegen unterscheiden sich die zwei Integrale zwischen 
den Grenzen e und A durch den Factor e””*. Denn um die hier in Betracht 
kommenden Werthe der Potenz (w—x)' im Punkte w=c zu vergleichen, 
hat man die Variable © längs cbab’e einen Umlauf um den Punkt x machen 
zu lassen, der, wie in nebenstehender Fig. 1, in negativer Drehungsrichtung 
erfolgen möge. Auf der Strecke ch gehören also zu dem Integrationsweg 
gab'ch Werthe der Potenz (w— x)’, welche aus den zum Wege gabch ge- 
hörigen durch Multiplieation mit e””"” entstehen. Auf diese Weise erhält 
man, wenn der Radius des Kreises unendlich klein genommen wird, für die 
Differenz der obigen zwei Integrale, die hier nur durch ihre (in Klammern 
eingeschlossenen) Integrationswege bezeichnet werden sollen, die Gleichung: 


(3.)  (gabeh)—(gab'ch) = (1—-e””"”) [w-z)f(w)dw. 


Auf der rechten Seite, welche bis auf einen verschwindend kleinen Unter- 
schied gleich dem Ausdruck 


(1—- e”""") /w — ce) f(w)dw 
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ist, wird unter dem Integral zwischen den Grenzen e und Ah dasjenige ver- 
standen, welches einen Bestandtheil des Integrals (gabeh) bildet. — Sind 
gdh und gd’h zwei andere Integrationswege, zwischen denen zwar der Punkt 
x, jedoch keiner der singulären Punkte von f(w) liegt, so ist die Differenz 
der zugehörigen Integrale (gdh) und (gd'h) gleich der Differenz der Integrale 
(gabch) und (gab'ch). 

Fasst man die Grösse x als veränderlich auf, so ist das Integral (1. 
eine mehrdeutige Function von x, die sich im Allgemeinen von einem Punkte 
zum andern stetig fortsetzen lässt. Jedoch hat die Forderung, dass die 
Funetion S(z) mit x zugleich stetig variire, in gewissen Fällen eine Aende- 
rung des Integrationsweges des Integrals (1.) zur Folge. Es seien, nach- 
dem für (1.) irgend ein Integrationsweg gh gewählt worden ist, x, und x 
zwei einander benachbarte Punkte, die zu verschiedenen Seiten dieses Inte- 
grationsweges liegen. Durch » werde ein den Punkten x, und x, benach- 
barter Punkt des Integrationsweges selbst bezeichnet. Setzt man in S(r) 
die Grösse z nach einander gleich x, und z,, während ınan denselben 
Integrationsweg der Variablen » beibehält, so ergeben sich, gemäss der oben 
angestellten Rechnung, zwei Werthe S(z,) und S(z,), deren Differenz, ab- 
gesehen von einem verschwindend kleinen Betrag, gleich der Grösse 


©) 


TER 27 
(1-e””?) / (w—z) f(w)dw 
n 


ist. Denn die zuvor betrachteten Integrale 
(gabeh) und (gab'ch) unterschieden sich eben- 


. j I 
falls nur dadurch von einander, dass der Punkt Zırq 
. . o . . . Fr 
x einmal diesseits, einmal jenseits des Integra- g 7 


tionsweges lag, und nach Fig. 2 entspricht 
S(z,) dem Integral (gabeh), S(z,) dem Integral (gab'ch). Die genannten 
Werthe S(z,) und S(z,) gehören demnach, da ihre Differenz nieht zugleich 
mit 2,—x, unendlich klein wird, verschiedenen Zweigen der Function S(x) 
an. Man erkennt, dass unter der Voraussetzung” eines unveränderlichen 
Integrationsweges zwei auf einander folgende Funetionalwerthe eines und 
desselben Zweiges von S(z) nur dann erhalten werden, wenn die Verbindungs- 
linie der benachbarten Punkte x, und x, den Integrationsweg nicht schneidet. 
Es werde nun von einem dicht vor » liegenden Punkte / des Integrations- 
weges eine kleine Curve /mn von der Beschaffenheit gezogen, dass der 
Punkt x, sich innerhalb der geschlossenen Curve /mn! befindet, und statt 
20* 
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des ursprünglichen Integrationsweges der Weg gimnh für die Variable w 
gewählt. Hierdurch wird der Werth S(z,) nicht geändert; aber zu x, ge- 
hört jetzt nicht mehr die vorhin erhaltene Grösse S(x,), sondern ein Werth, 
der sich von S(z,) unendlich wenig unterscheidet, der also für die stetige 
Fortsetzung der Function S(z) bei dem Uebergang von z, zu x, anzu- 
wenden ist. Während demnach für <=, der ursprüngliche Integrations- 
weg benutzt werden kann, muss derselbe für e = x,, wenn S(x) stetig sein 
soll, durch g/mnh ersetzt werden. Der Integrationsweg weicht, sobald die 
Bahn des Parameters x ihn schneidet, derselben aus. Man kann sich den 
Integrationsweg wie einen elastischen Faden vorstellen, welcher durch die 
ihn treffende z-Curve vorwärts geschoben wird. 

Die nämlichen Schlüsse wiederholen sich, wenn die Variable x ihren 
Weg fortsetzt und vom Punkte x, zu weiteren Punkten z;, z,, ... übergeht. 
Da es wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der Function S(x) nicht zu- 
lässig ist, dass x plötzlich von der einen Seite des Integrationsweges zur 
anderen übertrete, so ändert sich letzterer in dem Masse, als x fortschreitet. 
Man kann die Strecken gl und »nh des gegebenen Integrationsweges (Fig. 2) 
beibehalten, hat aber dann zwischen / und » eine Curve einzuschalten, durch 
welche die «-Bahn, von ihrem Schnittpunkt mit dem ursprünglichen Inte- 
grationswege an, eingeschlossen wird. 

Es soll nun der Fall betrachtet werden, dass die Variable x um 
den Punkt A, welcher die obere Grenze des Integrals (1.) bildet, einen po- 
sitiven Umlauf ausführe. Man grenzt um den Punkt A ein Flächenstück 
K ab, auf welchem kein Unstetigkeits- oder Verzweigungspunkt der Function 
f(w) liegt, abgesehen vom Punkte A selbst, der ein solcher singulärer Punkt 
sein darf. Auf K werde irgend ein Punkt x, gewählt, und von demselben 
aus eine beliebige, sich nicht schneidende Curve um Ah gezogen, welche in 
einem, dem Punkte x, unendlich benachbarten Punkte 5, endigt. Der ge- 
gebene Integrationsweg des Integrals (1.) möge auf der Fläche K in der Art 
geändert werden, dass ein Punkt / des Weges sehr nahe bei x, liegt, wodurch 
(nach der Definition von K) der Werth der Function (1.) nicht geändert 
wird. Diesen Weg glh nimmt man als den für = x, anzuwendenden 
ursprünglichen Integrationsweg und lässt die Variable x von x, aus die 
um den Punkt h gelegte Curve z,e$, durchlaufen. Die letztere Curve 
habe (Fig. 3) in ihrem ersten, zu x, benachbarten Theil einen Schnittpunkt 
mit dem Wege glh. Da der Integrationsweg dem Wege von z ausweicht, 
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so geht, wenn die Strecke gl beibehalten wird, die w-Curve von / aus zuerst 
dem Wege von x parallel (indem sie ausserhalb desselben bleibt) und 


wendet sich dann, ohne ihn zu schneiden, zum Punkte A. 


würde, je nachdem x in A, k,, %,, u. 8. w. an- 
gelangt ist, ein Integrationsweg gll,h, glll;h, 
gll,b;l;h, u. s. w. anzuwenden sein. Ist = in 
&, eingetroffen, so nimmt die Grösse ®w zwi- 
schen den Punkten z, und 5, ihren Weg zum 
Punkte A. Es sei /’ ein nahe bei $, liegender 
Punkt dieses Weges; dann besteht für 2 =S$, 
die Bahn der Variablen » aus der Strecke. 


De 


gl, der fast geschlossenen Curve /4,Lbl,l und der Strecke /h. 
Werthe S(z,) und S($,) des Integrals (1.), welche dem Anfangspunkte und 
dem Endpunkte der von z durchlaufenen Curve entsprechen, unterscheiden 
sich in doppelter Weise von einander. Einerseits ist, wie gezeigt wurde, 
der Integrationsweg ein verschiedener; andererseits hat man in die zu inte- 
grirende Function des Integrals (1.) einmal z=xz,, einmal 2=5, zu sub- 
stituiren. Wenn z variirt, ändert sich jedes der Elemente des Integrals 
(1.) wegen des Factors (w— x)‘. der zu integrirenden Function; die zur 
Strecke g/! gehörigen Elemente nehmen indessen, abgesehen von einem un- 
endlich kleinen Unterschied, für ze =$, dieselben Werthe an, die sie an- 
fänglich für e=r, hatten, da diese Punkte w ausserhalb der =-Curve 
liegen. Bei dem Integral längs der Curve /4,L4T, welches den zweiten 
Bestandtheil von S(£,) bildet, kann man, da für letztere Function auf K 
keine anderen singulären Punkte als die Punkte 5, und Ak vorkommen, 
den Integrationsweg vereinfachen. Man lasse » geradlinig von /! bis zu 
einem nahe bei A gelegenen Punkte A vorrücken (Fig. 4), den Punkt A 
in einem kleinen Halbkreis umgehen und sodann den Punkt 7 auf einer 


geraden Linie erreichen. Hieran schliesst sich, in- 
dem der Punkt 5, in positiver Drehungsrichtung 
umgangen wird, das Integral von / bis h. Das 


in S($,) enthaltene Integral (g/h)) ist bis auf 


eine unendlich kleine Differenz mit dem Inte- 


gral S(x,) identisch. Denn da innerhalb eines bestimmten Integrals die 
Werthe der zu integrirenden Function stetig auf einander folgen, so ergiebt 
sich aus der Uebereinstimmung der Integrale längs g/ auch die Ueberein- 
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stimmung der bis Ah fortgesetzten Integrale, und nur der Umstand, dass 5, do‘ 
und x,, sowie A und A’ nicht völlig zusammenfallen, verursacht einen un- hı 
endlich kleinen Unterschied der genannten zwei Ausdrücke. Das Integral il 
längs A’Th, welches den übrigen Theil von S($,) ausmacht, ist gleich dem an 
Produet aus dem Integral Ah’! und der Constante 1—e’*"”. Denn abgesehen e” 
von den unmittelbar bei » und bei 5, liegenden Strecken der »-Curve, welche | trit 
nach der Voraussetzung nur einen verschwindend kleinen Beitrag zum Werthe | Sp! 
S(5,) liefern, kann man für die zwei Integrale (AT) und (!'h) einen und 
denselben Integrationsweg wählen, der dann in beiden Richtungen durch- | Cu 
laufen wird; die Potenz (w—$,)‘ nimmt aber, wenn die Veränderliche w ihn 
den Punkt &, im positiven Sinne umkreist, den Factor e’”” auf. Das Inte- deı 
sral (AT) kann kurz als das Integral (h&,) bezeichnet werden, so dass, unter | 
Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen, die Gleichung 
E als 
(4) SC) = S)+l-e”r) / "(w-E)fw)dw | jed 
h 
erhalten wird. In dem rechts stehenden Integral zwischen A und $, ist der . 
Werth der zu integrirenden Function an der unteren Grenze w=h nach e 
Figur 4 zu bestimmen, indem die Function sich bei %' stetig an die in S(z,) Br 
vorkommenden Functionalwerthe anschliesst. — Lässt man den Punkt &, hat 
mit x, zusammenfallen, so kann man das gewonnene Resultat dahin aus- lic] 
sprechen, dass, wenn x vom Punkte x, aus einen positiven Umlauf um den Be 
Punkt A macht, der ursprüngliche Werth S(x,) des Integrals (1.) sich um zu 
den Summandus Vo 
5) (l-e") ["w-x)f(w)dw Pu 
h 
vermehrt. Für die Grenze g gilt der analoge Satz, da man in (1.) unter nal 
Aenderung des Vorzeichens die Grenzen g und A vertauschen kann. Die .- 
obige Betrachtung zeigt, dass die Grenzen g und Ah Verzweigungspunkte Cu 
für die Function S(z) sind, auch wenn sie nicht zu den singulären Punkten ip; 
der Function f(w) gehören. Lir 
In Figur 3 schneidet die z-Curve den Integrationsweg nahe bei dem yes: 
Punkte x. Nimmt man nun an, dass der Punkt x, zwar, wie in Fig. 3, su 
dicht bei dem Punkte /, aber auf der anderen Seite des Integrationsweges “r 
glh (also unterhalb 7) liege, so kann die Variable x die Curve z,A,ksS, = 
101 


durchlaufen, ohne dass der Weg der Integrationsvariablen » geändert zu 
werden brauchte. Indessen ist die Beziehung zwischen S(z,) und S(&,) u 











Pochhammer, über gewisse Functionen einer complexen Variablen. 159 


doch dieselbe wie zuvor. Denn wenn man das gegebene, zwischen g und 
h zu nehmende Integral in das Integral von g bis ! und das Integral von 
I! bis h zerlegt, so hat nur das letztere für den Endpunkt der z-Curve einen 
anderen Werth als für den Ausgangspunkt. Dasselbe nimmt den Factor 
e’"* auf, weil die «-Curve die zugehörigen Punkte » umkreist. Folglich 
tritt auch in diesem Falle der Ausdruck (5.) als Summandus zu dem ur- 
sprünglichen Integral S(z,) hinzu. 

Durchläuft die Variable x vom Punkte e= x, aus eine geschlossene 
Curve, welche den ganzen Integrationsweg gh des Integrals (1.) umschliesst, 
ihn jedoch nicht schneidet, so nimmt das Integral den Factor e’*” auf, falls 
der Umlauf im positiven Sinne geschieht. In der That tritt in der Summe 


=(w, —z,) f(w,)(w,}1ı— w,), 


als deren Grenzfall das bestimmte Integral für & = x, aufzufassen ist, zu 
jeder der Potenzen (w,—x,)‘ der Factor e’””* hinzu, weil x den Punkt w, 
umkreist. Im Uebrigen ändert sich die Summe nicht, da die anfängliche 
Bestimmung der Werthe f(w,) ihre Gültigkeit behält. 

Zieht man ferner, von einem Punkte x, aus, eine geschlossene Curve, 
welche den Integrationsweg von (1.) weder schneidet noch umschliesst, so 
hat das Integral (1.), wenn x die Curve durchläuft, schliesslich den näm- 
lichen Werth S(z,), der zum anfänglichen Argument x, gehörte. Denn 
weder der Integrationsweg noch die Werthe (w,—x,)’f(w,) erfahren durch 
den Umlauf eine Aenderung. — Dies führt zu dem Schluss, dass das im 
Vorhergehenden definirte Integral S(z) in der Umgebung jedes beliebigen 
Punktes der x-Ebene eine eindeutige stetige Function von x ist, mit Aus- 
nahme der zwei Punkte e=g und e=h. Umgiebt man den Integrations- 
weg gh durch eine geschlossene Linie A, und zieht von einem Punkte der 
Uurve A, eine Gerade A, ins Unendliche, so ist die Function S(z), wenn 
man einen Anfangswerth derselben wählt und die Variable x keine der 
Linien A,, 4, überschreiten lässt, eine eindeutige stetige Function von x 
in der ganzen Ebene, abgesehen von dem durch A, umschlossenen Flächen- 
stück. Da der Integrationsweg gh durch einen anderen ersetzt werden kann, 
welcher der alleinigen Bedingung zu genügen hat, dass zwischen ihm und 
dem ursprünglichen Wege kein singulärer Punkt der zu integrirenden Func- 
tion liege, so sind auch die Punkte des gegebenen Integrationsweges, ausser 
g und h, keine singulären Punkte der Function S(x). Hieraus geht hervor, 
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dass die singulären Punkte, welche für die Function S(z) überhaupt in Be- 
tracht kommen, in zwei Klassen zerfallen. Zunächst ergeben sich, abge- 
sehen von 2=x, nur 2=g und z=h als singuläre Argumente der Func- 
tion S(z), indem die letztere in der Umgebung jedes anderen Punktes ein- 
deutig und stetig bleib. Auch die übrigen (von g und h verschiedenen) 
singulären Punkte der zu integrirenden Function des Integrals (1.) sind, 
wenn x auf die Umgebung eines solchen Punktes beschränkt wird, nicht 
singulär für S(z). Aber aus der Gleichung (4.) folgt, dass, wenn die Va- 
riable x einen Umlauf um g oder A macht, S(x=) durch Aufnahme eines 
Summandus von der in (5.) erwähnten Art in eine Function übergeht, welche 
im Allgemeinen noch andere singuläre Punkte besitzt. 

Zu einem ähnlichen Resultat wie bei dem Umlauf der Variablen x 
um g oder A gelangt man durch die Annahme, dass die von x, ausgehende 
xz-Curve, unter zweimaliger Kreuzung des Integrationsweges, einen jenseits 
des letzteren liegenden singulären Punkt der Function f(w) umkreist. S(«) 
vermehrt sich dann ebenfalls, wie gezeigt werden soll, um einen Summandus 
von der Form des Ausdrucks (5.). 

Der Fall, dass die Bahn der Variablen x, ohne einen der Punkte g, h 
zu umkreisen, den Integrationsweg gh zweimal schneidet, lässt sich auf die 
Fälle, dass der Weg gh gar nicht, und dass er einmal getroffen wird, zurück- 
führen. Die z-Curve z,e$, (Fig. 5), deren Endpunkt $, als unendlich nahe 
dem Ausgangspunkte x, vorausgesetzt wird, schneide den Integrationsweg 
gh in den zwei Punkten m, und m,.. Von den zwei Theilen, in welche das 
von der Curve z,e$, umschlossene Flächenstück durch die Linie gh getheilt 
wird, heisse derjenige L, dem die Punkte x, und $, nicht angehören. Liegt 
auf Z kein singulärer Punkt der Function f(w), so ändert sich das Integral 
(1.) nicht, wenn statt des gegebenen Integrationsweges gm,m,h ein anderer 
gnh gewählt wird, der ausserhalb des Flächenstücks Z bleibt und auf der- 
selben Seite des gegebenen Integrationsweges 


: liegt wie 2. Hierdurch kommt man aber auf 
rguee den zuvor behandelten Fall zurück, dass die 
ER \ x-Curve den Integrationsweg gh weder schneidet 
/ POp\ E noch nmschliesst Es soll zweitens angenommen 
ge rn era _ Se werden, dass sich auf Z ein singulärer Punkt 
I gr p der Funetion f(w) befinde. Man ziehe wie- 


derum von g nach h eine Linie gaAh, die mit 
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L auf derselben Seite von gm,m,h liegt und L nicht trifit; zwischen gnh 


und gm,m;,h soll kein anderer singulärer Punkt als p vorhanden sein. Den 
Werth, welchen das Integral (1.) bei Benutzun 
erhält, nenne man S(x), während das zum gegebenen Integrationsweg gm, m;h 


& des Integrationsweges grh 
gehörige Integral, wie oben, durch S(z) bezeichnet wird. An der unteren 
Grenze g (resp. in der Umgebung derselben) sollen in S(z) die näm- 
lichen Werthe der zu integrirenden Funetion angewendet werden, wie in 
S(x). Indem man zu S(z) die Grösse S(x) gleichzeitig addirt und sub- 
trahirt, hat man die Gleichung 


S(z) = S(z)+(hngm,m;h), 


wo (hngm,m,h) das Integral von (w— x) f(w).längs der geschlossenen Uurve 
hngm,m;h bedeutet. Den Integrationsweg des letzteren Integrals kann man 
auf die Verbindungslinie der Punkte % und p zusammenziehen, in der Weise, 
dass, wenn p’' ein überaus nahe bei » liegender Punkt ist, die geradlinige 
Strecke hp’, ein kleiner Kreis um p und der Weg p’h zusammen die Bahn 
von w bilden. Es wird vorausgesetzt, dass auch bei dem Integral zwischen 
den Grenzen h und p die dem Punkte p unmittelbar benachbarten 'T’heile 
des Integrationsweges nur einen verschwindend kleinen Beitrag zum Integral 
liefern, und dass das Integral längs des kleinen Kreises um p einen zu 
vernachlässigenden Werth hat. Bezeichnet man dureh f,(w) den Werth, 
welchen die Function f(w) auf der Strecke p’k annimmt, nachdem die 
Variable » den Umlauf um den Punkt p gemacht hat, so ist das Integral 
längs p'h gleich dem Ausdruck 


— / "(w - ze) f,(w)dw, 
h 


in welchem p’ durch p ersetzt werden darf. Demnach ergiebt sich für S(r) 
die Gleichung: 


(6.) 8a) = S(e)+ / (wa) [fCw) —f(w)|dw. 


Durehläuft nun die Variable x die Curve x,e$,. so Stimmt bei der Funetion 

S(xz) der Endwerth mit dem Anfangswerth überein, da der Integrationsweg 

gnh durch die Bahn von x weder geschnitten noch umschlossen wird. Auf 

das Integral zwischen A und p, das neben S(xr) auf der rechten Seite von 

(6.) steht, ist aber die Formel (4.) anwendbar; denn x macht einen einfachen 

Umlauf um die obere Grenze p. Die Funetion S(z) nimmt also, wenn 
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man schliesslich &, mit =, zusammenfallen lässt, in Folge des Variirens 
von x den Summandus 


7) A-e"®) ("ws [fw)—f(w)]dw 


auf. Befindet sich auf dem Flächenstück L ausser p noch ein zweiter 
singulärer Punkt qg der Funetion f(w), so ändert sich die obige Rechnung 
nur in der Beziehung, dass das Integral längs der geschlossenen Curve 
hngm,m,h auf die zwei Linien hp und pg zusammengezogen wird, so dass 
man, nach Vernachlässigung der Kreisintegrale, die Summe eines Integrals 
zwischen den Grenzen Ah, p und eines zwischen den Grenzen p, q erhält. 
Die Bahnen von x und von w schneiden sich aber auch in diesem Falle 
nur in einem Punkte, so dass zur Bestimmung des schliesslichen Werthes 
S($,) die früher abgeleitete Regel ausreicht, der zufolge der Integrationsweg 
dem Wege von x auszuweichen hat. Analog verfährt man, wenn eine be- 
liebige Anzahl singulärer Punkte von f(w) auf der Fläche Z liegt. 


$ 2. 
Die Grenzen g und Ah sind bisher als constant vorausgesetzt worden. 


Man ersetze nunmehr k durch den Werth x und bezeichne durch T(x) das 
Integral 


) Me) ["w-a)f(w)de, 


für welches analoge Voraussetzungen wie für S(xz) gelten mögen. Aus 
$ 1 folgt, dass die Betrachtung des Integrals S(x) sich von der des Inte- 
erals T(x) nicht trennen lässt, da der Ausdruck (5.), den S(x) bei dem Um- 
lauf der Variablen x um h als Summandus aufnimmt, die Form von T(z) hat. 

In (8.) ist, wenn x varlirt, die e-Curve dem Integrationswege hinzu- 
zufügen, während gleichzeitig die zu integrirende Funetion sich in den ein- 
zelnen Integralelementen ändert. Es sollen hier die zwei Fälle behandelt 
werden, dass x einen beliebigen singulären Punkt p der Function f(w) um- 
kreist, und dass x die untere Grenze g umkreist. Der anfängliche Werth 
von x heisse wiederum «,. Man grenzt um den Punkt p, der von g ver- 
schieden sein soll, ein Flächenstück K ab, auf welchem kein anderer sin- 
sulärer Punkt von f(w) liegt als p, und setzt x, als einen Punkt von K 
voraus. Von x, aus werde eine auf K liegende und den Punkt p um- 
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schliessende Curve z,ef, bis zu dem nahe bei x, befindlichen Punkte S$, 
gezogen. Durchläuft = diese Curve, so gehört zu T(£,) der Integrationsweg 
gx,ef. Die Strecke gr, des letzteren Weges liefert (wenn man schliesslich 
den Punkt $, auf x, fallen lässt) ein mit dem ursprünglichen Werthe T(x,) 
identisches Integral; denn die Punkte » dieser Strecke liegen ausserhalb 
der x-Curve, so dass für dieselben (w—£,)’ gleich (w—x,)’ ist. Das Integral 
(8.) nimmt somit, wenn x die genannte Curve durchläuft, einen Summandus 
auf. Der Integrationsweg des Integrals (z,e&,), das man zu T(x,) hinzu- 
zufügen hat, um T($,) zu erhalten, kann wieder auf die Verbindungslinie 
von x, und p zusammengezogen werden: die Werthe der zu integrirenden 
Funetion in (z,e$,) schliessen sich stetig an die in T(x,) an. Die Funetion 
(8.) verhält sich folglich in diesem Falle ähnlich wie diejenigen Integrale, 
in welchen x nur als obere Grenze und nicht gleichzeitig als Parameter 
vorkommt. 

Man lasse zweitens die Grösse x, vom Punkte x, aus, einen posi- 
tiven Umlauf z,ei, um den Punkt y ausführen, wo &, wie oben, einen 
unendlich wenig von x, entfernten Punkt bezeichnet. Auf dem von der 
xz-Curve begrenzten Flächenstück möge, abgesehen von y, kein singulärer 
Punkt der Funetion f(w) liegen. Den zu T($,) gehörigen Integrationsweg 
gx,eS, zerlegt man wieder in die Strecken g.r, und z,eS5. Durchläuft x 
die Curve z,eä,, so ändert sich in den Integralelementen der Strecke ge, 
die zu integrirende Funetion in der Art, dass der schliessliche Werth dieser 
Function gleich dem Product aus ihrem anfänglichen Werthe und der Con- 
stante e’"” ist; denn da die Punkte ® der genannten Strecke von der Bahn 
der Grösse 2 umschlossen werden, so ist für dieselben die Potenz (w—5,)’ 
bis auf einen unendlich kleinen Unterschied gleich e”’(w—x,). Das in 
T(z,) enthaltene Integral (gx,) wird also durch das Pro- 


r Fig. ( 
duet aus e’”“ und T(z,) dargestell. In dem Integral 
. - a j ZEN 3 a 
(z,e$,), welches den übrigen Bestandtheil von T(£,) aus- ’ . 
s Ye £ 4 
macht, ersetzt man den Integrationsweg durch die gerad- 15, 
linige Strecke *) x,g', die dicht vor g endigen möge, durch Po7 j 


einen kleinen Kreis um g und durch die geradlinige Br. 


Strecke g’$.. Das Integral längs des Kreises liefert nach 
der Voraussetzung nur einen verschwindenden Beitrag zu T(£,), wenn der 





*) In Figur 6 sollen die beiden von =, und &, ausgehenden Geraden in g’ zu- 
sammentreffen. 


21* 
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Kreisradius genügend klein gewählt wird. Das Integral (x,g') hebt sich 
gegen das ersterwähnte Integral (gx,); die Grösse T(&,) ist daher mit dem 
Integral (g’$,) identisch. Der anfänglich fixirte Werth der Funetion f(w) 
gehe, wenn ww den Punkt g in positiver Richtung umkreist, in fi(w) über. 
Dann sind, da die Integrationsvariable den Umlauf um g ausgeführt hat, 
in dem Integral (gS,) die Werthe f‚(w) anzuwenden. Ausserdem hat man 
daselbst e"’(w—x,)* für die Potenz (w—$,) zu substituiren, da die Werthe 
der letzteren auf der Strecke g'S, sich stetig an diejenigen anschliessen, die 
bei den vorhergehenden Strecken vorkommen. Indem man schliesslich den 
Punkt 5, mit x, zusammenfallen lässt und statt x, wiederum & schreibt, ergiebt 
sich die Eigenschaft der Function (8.), dass bei einem positiven Umlauf 
der Grösse x um den Punkt g der anfängliche Werth T(x) in den Ausdruck 


9) er F /"w — 2) f,(w)dw 
9 


übergeht. — Wird f(w) durch ein Produet 


(10.) flw) = (w—g) F(w) 


dargestellt, wo r eine Constante und F(w) eine in der Umgebung des 
Punktes » = g eindeutige Function bedeutet, so ist: 


fı(w) = e""f(w). 
In diesem Falle ändert sich bei einem Umlauf der Variablen ze um den Punkt 
g die Funetion T(x) nur in der Weise, dass zu ihr der Factor e’""+® hin- 
zutritt, woraus man schliesst, dass T(x) gleich dem Produet aus (2—g)'*’ 
und einer in der Umgebung des Punktes x = g eindeutigen Function von 
= ist”). 

Wird eine Kreisfläche 8, welche ausser dem Punkte g keinen sin- 
gulären Punkt von f(w) enthält, um g als Mittelpunkt abgegrenzt, und so- 
wohl die Grösse x als der Integrationsweg gx des Integrals (8.) auf diese 
Fläche $ beschränkt, so lässt sich, wenn f(w) die Form (10.) hat, das 
Produet (2—g) "—"T(x), als eindeutige Function von x, innerhalb in eine 
convergente, nach Potenzen von xz—g fortschreitende Reihe entwickeln. 
Ferner verschwindet dann T(x) für x = g. Denn da nach der Voraussetzung 
das Integral (8.) convergent ist, und die Richtung, in welcher der Integrations- 
weg sich dem Punkte g nähert, für den Werth des Integrals nicht in Be- 


*) Cfr. die Abhandlung des Herrn E. Hossenfelder „Ueber die Integration einer 


linearen Differentialgleichung »ter Ordnung“, Math. Ann. IV, pag. 195. 
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tracht kommen soll, so entsteht, wenn man in (8.) die obere Grenze x mit 
der unteren Grenze g zusammenfallen lässt, ein Integral längs einer ge- 
schlossenen, auf $ liegenden Curve, welches den Werth Null hat. Dem- 
nach verschwindet für e=g auch ein Product (e—g)”""T(x), in welchem 
y irgend eine positive ganze Zahl bedeuten möge, welche grösser als der 
| Modul von r+4 ist. Die Reihenentwickelung des letztgenannten Produetes 
| enthält nur die positiven ganzen Potenzen von 2—g. Hieraus folgt, dass 
in der oben erwähnten Reihenentwickelung des Products (2—g)  "Tx 
negative Potenzen von z—g, falls sie überhaupt vorhanden sind, nur in 


| 

| endlicher Anzahl vorkommen. Man bezeichne den Anfangsexponenten dieser 

| Reihe dureh 7 und die Zahl r-+/ dureh r. Dann besteht für T(x) die 

| T, 
Gleichung | 


(11) Ta) = (-9"Te), 
in welcher T(x) eine in der Umgebung des Punktes g eindeutige, stetige 
| und für 2=g von Null verschiedene Funetion bedeutet. Die Zahl r' kann 
in (10.) an Stelle von r gesetzt werden, da durch diese Gleichung nur der- 
jenige Bestandtheil von r, der nicht ganzzahlig ist, definirt wird, und r—r 
eine ganze Zahl bedeutet. Aus dem Verschwinden der linken Seite von 
(11.) für e=g folgt, dass der reelle Bestandtheil der Zahl r’+4 positiv ist. 


Die vorstehenden Betrachtungen bleiben gültig, wenn in (1.) und (8.) 
die Funetion f(w) selbst ein bestimmtes Integral ist oder ein solches als 
Factor enthält. Denn die einzige Beschränkung, welcher man f(w) unter- 
warf, lag in den Voraussetzungen, welche in Bezug auf die Art der Üon- 
vergenz der Integrale S(x) und T(xz) gemacht wurden. Man setze in (1.) 
und (8.) für f(w) nach einander die Ausdrücke 


(12) few) = Ow)/ (e—-w)*P(e)do 
9 


und 


(13.) f(w) = 0) / "e—w)"P (v)dv 


ein, in denen Q(w) nur von we, P(e) nur von ve abhängen soll, und g,. Ah, 2 
Constante sind. Die auf den rechten Seiten von (12.) und (13.) stehenden 
Integrale, welche die Form (1.) und (8.) haben (nachdem w, ® für x, w 
eingetreten ist), werden in derselben Weise wie die Integrale (1.) und (8.) 
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als convergent vorausgesetzt. Durch Einführung der Funetionen (12.) und 


(13.) an Stelle von f(w) entstehen aus (1.) die Doppelintegrale: 


(14) [way Olw)dwf"(e-w)"P(o)dv, 
(15) wa) Qlw)dw f"(e—w)*P(o)dv. 


Dieselben sollen ebenfalls eonvergent sein. Man fügt, wie im $ 1, in Be- 
zug auf die Integrale (12.), (13.), (14.), (15.) die Bedingung hinzu, — welche 
auch für die später betrachteten mehrfachen Integrale gelten möge, — dass, 
wenn in unmittelbarer Nähe einer Integralgrenze eine beliebige unendlich 
kleine Curve gezogen wird, das längs dieser Curve genommene Integral 
(der hier vorkommenden, zu integrirenden Funetionen) einen unendlich 


kleinen Werth habe. Sodann wird angenommen, dass in diesen — wie auch 
in den später behandelten — Integralen die Integrationswege nicht durch 


singuläre Punkte der bezüglichen, zu integrirenden Functionen hindurch- 
sehen, und dass ein bestimmter Werth der letztgenannten Functionen an der 
unteren Integralgrenze fixirt werde. 

Man setzt ausserdem voraus, dass sowohl in (14.) wie in (15.) die 
zwei Integrationswege gh und g,A,, resp. g,w einander nicht durchschneiden. 
In Folge dieser Annahme wird der Werth der Potenz (e—w)* nirgends ein 
unbestimmter. Das Zusammentreffen eines Endpunktes des Weges von ® 
mit einem Punkte des Weges von w (wie in (14.) für den Fall g = g, oder 
h=h, und wie in (15.)) macht das Integral nicht zu einem unbestimmten; 
auch kann man, gemäss der zuvor erwähnten Voraussetzung, eine jede In- 
tegralgrenze durch einen ihr unendlich nahen Punkt ersetzen. In dem Falle, 
dass, entgegen der obigen Festsetzung, die Integrationswege von v und von 
o eine Anzahl von Punkten gemeinsam haben, müssen weitere Bedingungen 
hinzutreten, wie z. B. die, dass (o—w)* reell und positiv sein soll, wenn 
die Werthe von ®, w, z dies gestatten. 

Lässt man die Grösse x, welche in (14.) und (15.) Parameter der 
zu integrirenden Function ist, eine geschlossene Curve durchlaufen, so sind 
nach $ 1 die Fälle zu unterscheiden, dass die x-Curve den Integrationsweg 
gh der Variablen w weder schneidet noch umschliesst, dass sie ihn zwar nicht 
schneidet, aber umschliesst, und dass sie ihn in einem oder in mehreren 
Punkten schneidet. Nennt man x, denjenigen Punkt, in welchem die z-Curve 
beginnt und endigt, so sind im erstgenannten Falle, da kein Integralelement 
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sich ändert, die Schlusswerthe der Integrale (14.) und (15.) für x = x, 
den bezüglichen Anfangswerthen. Hieraus folgt, dass die Ausdrücke (14.) 
und (15.) in der Umgebung jedes beliebigen Punktes mit Ausnahme der 
Punkte e=g und z=h als eindeutige stetige Funetionen von = anzusehen 


eleich 


Fo) 


sind. Umschliesst die Bahın der Grösse x den Integrationsweg gh, und ge- 
schieht der Umlauf im positiven Sinne, so sind die Endwerthe von (14.) 
und (15.) gleich den Produeten aus den anfänglichen Werthen und der Uon- 
stante e'”. Man bemerke, dass hierbei der Umstand, ob die z-Curve den Inte- 
grationsweg g,h,, resp. g,w der Variablen » durehschneidet oder nicht, für 
die Doppelintegrale (14.) und (15.) unerheblich ist. Wird endlich der ge- 
gebene Integrationsweg der Variablen w durch die z-Curve geschnitten, so 
vermehren sich im Allgemeinen die Anfangswerthe der Integrale (14.) und 
(15.) um gewisse Summanden, deren Werth, je nachdem eine Grenze g, 
umkreist wird oder nicht, mittelst der Gleichung (4.) oder (6.), resp. dureh 
wiederholte Anwendung des im $ 1 angegebenen Verfahrens zu bestimmen 
ist. Die durch das Variiren von x bewirkte Aenderung des Integrations- 
weges von ww hat nach $ 1 im Allgemeinen auch eine Aenderung des Inte- 
srationsweges der Variablen ® zur Folge. 

Werden die Ausdrücke (12.) und (13.) statt f(w) in die Gleichung 
(8.) eingesetzt, so erhält man aus 7(x) die Doppelintegrale: 


4 


16.) "w—ENOlw)dw/f (e—w)*P(e)de, 
INN \ J un 


g 


(17.) ("w—)* O(w)duw f "@- w) P(e)de. 
9 


Die Betrachtung dieser Funetionen soll hier auf gewisse Fälle beschränkt 
werden, in denen die Variable x einen positiven Umlauf um die untere 
Grenze g macht. Man nehme an, dass Q(w) in der Umgebung des Punktes 
w= g gleich einem Product 

(18) Ola) = (wg Du) 


= 


sei, wo Q(w) eine in der Umgebung des Punktes w = g eindeutige Funetion 
und ce eine Constante bezeichnet. Im $ 2. wurde gezeigt, dass T(r), wenn 
x den Punkt g im positiven Sinne umkreist, in den Ausdruck (9.) übergeht, 
in welchem f,(w) denjenigen Zweig der Function f(w) bedeutet, der aus 
dem anfänglichen Werthe f(w) durch einen positiven Umlauf der Variablen 


vw um den Punkt g entsteht. In (16.) möge weder g, noch A, gleich g 
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sein; dann ist nach $ 1 das Integral 


/ — w)’P(v) dv 


in der Umgebung des Punktes w = g eine eindeutige und stetige Function 
von w. Da O(w) bei dem Umlauf der Grösse w um den Punkt g den 
Factor e’”° aufnimmt, so hat f,(w) hier den Werth e’”“f(w); im vorliegen- 
den Falle unterscheidet sich demnach der Ausdruck (9.) von (8.) nur durch 
den Faetor e’”"C+®, Dies zeigt, dass das Doppelintegral (16.), sobald g, 
und Ah, von g verschieden sind, und Q() die Form (18.) hat, in der Um- 
sebung des Punktes r =g gleich dem Produet aus einer daselbst eindeutigen 
Funetion von x und der Potenz (2e—g)‘'’ ist. 

In (17) werde 9, =g genommen. Umkreist die Variable x den 
Punkt g, so ist auch auf das Integral (17.) das Resultat des $ 2, wonach 
T(x) sich in den Ausdruck (9.) verwandelt, anwendbar. Man hat nur fest- 
zustellen, welchen Werth die Funetion f,(w) in diesem Falle annimmt. 
Zunächst ergiebt sich, dass, wenn die Variable w eine kleine Curve um g 
(im positiven Sinne) beschreibt, das Integral 


[% 





w)* P(v) do 


in das Produet 


ice /"@ —w)"P,(e)de 


9 
übergeht ($ 2.), wo P,(e) diejenige Funetion ist, die aus der gegebenen 
Funetion P(v) entsteht, wenn v einen positiven Umlauf um den Punkt v=yg 
ausführt. Da ausserdem (nach (18.)) Q(w) den Factor e’”"“ aufnimmt, so 
ist in (9.) für f,(w) jetzt die Grösse 


E69 Qw)/ "(o— w)" P,(o)dv 
2 
zu substituiren. Es möge in Analogie zu (18.) vorausgesetzt werden, dass 
die Function Po) die Form 


(19) Po) = (eg) Pe) 
habe, wo unter ®(v) eine bei o =g eindeutige Function von v, unter b eine 
Constante verstanden wird, so dass 


P.(e) = e'*""P(o) 





a; Eh ra 
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ist. Dann gelangt man zu dem Satze, dass das Integral 


(20.) | wa) (wg D(w)dw ["e-u)(e-gP(o)de, 
g 9 
in welchem O(w), B(e) bei w=g, resp. vo =g eindeutig sind, sich dureh 
das Produet aus der Potenz (e—g)’*‘***’ und einer in der Umgebung des 
Punktes e=g eindeutigen Function von x darstellen lässt. 

Da für die Integrale (16.) und (20.) Voraussetzungen von derselben 
Art gelten, wie sie im $ 2 für T(x) angenommen wurden, so sind die am 
Schluss des $ 2 angestellten Betrachtungen auch auf diese Integrale über- 
tragbar. 

Als Beispiele für die Doppelintegrale (14.), (15.), (16.), (20.) sind 
die partieulären Integrale der zwei Differentialgleiehungen anzuführen, welche 
den Gegenstand der $$ 6—9 der vorstehenden Abhandlung „Ueber drei lineare 
Differentialgleichungen vierter Ordnung“ bilden. Bezeichnet man, wie dort, 
durch 2(, w, x) die Function 

(21) 2ß,w, 2) = (w-z) wß—- wir ro — 1) ro — Tr, 


so haben die Doppelintegrale 


»% »D nn Dur 
(22.) / dw / Av, w, z)dv, / dw / le, w, z)do, 
0 x pt y‘ 
welche wiederum als convergent vorausgesetzt werden, die Form des Aus- 
drucks (14.), und die Doppelintegrale 
» u R: - 
(23.) [ dw f Lv, w, z)dv, / dw f 2, w, x)do 
1 k k 


1 
die des Ausdrucks (15.). Die Integrale (22.) und (23.) sind eindeutige stetige 
Funetionen von x in der Umgebung jedes endlichen Punktes, wenn nur 
für die Integrale (22.) der Punkt 2=(, für das erste Integral (23.) der 
Punkt e=1 und für das zweite Integral (23.) der Punkt r = k ausgenommen 
wird. Auf das Integral (16.) kommen die partieulären Lösungen (l. e. (61.)) 


24. "dw / Ko, w, z)de, el ‚w,x)d 
(24.) Saw f (0, w, z)de ed (v, w, 2) dv 


0 1 0 
zurück. Die Grenzen der Integration nach ® sind verschieden von der 
unteren Grenze 0 der Integration nach »; die Constanten A in (16.) und 
c in (18.) haben hier die Werthe A=«, e=g—o. Daher sind die Doppel- 
integrale (24.) gleich Producten aus der Potenz z* und einer bei = (0 
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eindeutigen Function von x. Von den Doppelintegralen 
(25.) ("dw "2, w,x)de, ("dw "2, w, x)do 
1 k k 

(l. e. (63.) und (65.)), welche die Gestalt von (20.) haben, ist das erstere 
gleich dem Produet aus (@—1)°"?”" und einer bei x = 1 eindeutigen Funetion 
von x, das letztere gleich dem Produet aus (2 —k)' "' und einer bie=k 
eindeutigen Function von z. Denn hier sind die Constanten @«, P—o—1 
statt 4, z zu nehmen, während für e der Werth 0, für 5 der Werth 0—a—P, 
resp. 7—ae— eintritt. Von den Ausdrücken 


1 ’w 
(26.) A def :(v, w, z)dv, / dw [ %Kv, w, a)dv 
e: k 


(l. e. (68.)) nimmt jeder den Factor e’”” auf, wenn die Variable x eine die 
Punkte 0, 1 und % umschliessende Curve durchläuft. — Weitere Beispiele 
liefern die Integrale (82.) bis (87.) der genannten Abhandlung. 

Analoge Schlüsse wie für die Doppelintegrale gelten für die drei- 
fachen, resp. m-fachen Integrale von der oben angegebenen Form. Die im 
Vorhergehenden bezeichneten Voraussetzungen über die Convergenz etc. 
werden auf diese mehrfachen Integrale übertragen. Man nenne w die 
Funetion 

27) vw = (w-r) ((w)(v—w)* P(v)(u—v)’N(u), 
in weleher Q nur von w, P nur von e, N nur von a abhängt, und A, z, 9 
Constante sind. Dann kommen die im $ 1 abgeleiteten Eigenschaften des 
Integrals (1.), denen zufolge S(z) in der Umgebung eines beliebigen Punktes, 
ausgenommen die Punkte e=g und z=h, eine eindeutige stetige Function 
von x ist und, falls x einen Umlauf um den ganzen Integrationsweg yh 
macht, den Factor e’* aufnimmt, auch den Integralen 





"dw ("de /"wan, J "def ef wdu, 
28, g 91 E 92 2 9 
a Saw f do ["ydu, Fünf Taufe vdu, 
9 9 92 9 92 


in denen die Grössen g, ... A, constant sind, zu, da diese Integrale nur 
besondere Fälle des Integrals (1.) darstellen. Das Nämliche gilt, wenn man 
durch g die Function 


jp = (wa) Ow)(w—w) Q, (ww. wi)" Q.w.)... 


29. 
Run | (0 0, Qu Wn-ı) 
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bezeichnet, von dem m-fachen Integral: 


(30.) "aw ["aw, f dw:... / BREN pdw,,_ı. 
9 


7 2 Im—1 


Die Grössen g,, h, sind hier zunächst Constante. Jedoch kann in dem 
Integral (30.) jede der Grenzen h,, mit Ausnahme von A, dureh den Werth 
o,_, ersetzt werden (A, durch w), ohne dass dasselbe aufhörte, die erwähn- 
ten Eigenschaften zu haben; denn in (1.) bedeutet f(w) eine beliebige, nur 
durch die Bedingungen der Convergenz des Integrals (1.) eingeschränkte 
Funetion. Bei den Integralen (28.) setzt man voraus, dass der Integrations- 
weg von e weder den von w noch den von u durcehschneidet, so dass die 
Potenzen (e—w)* und (u—v)” nirgends unbestimmt werden. Ebenso sollen 
in (30.) die Integrationswege von w,_, und w, einander nicht kreuzen. 
Die in (27.) vorkommenden Funetionen P(w), O(e), N(u) mögen 
nunmehr gleich Produeten 
31) Ow)=(w-g)Olw), Ple)=(vr—y)Pe) Nu) = (ug Nu 


7 
genommen werden, in denen DOw), Be). Nu) in der Umgebung des 
Punktes g eindeutige Functionen von w, resp. ve, a bezeichnen. Dann ist 
in der Umgebung des Punktes ze =yg jedes der dreifachen Integrale 


(32.) / "dw F de /"wan, dw [ de /"wan, 


in denen die Üonstanten g, und A, als verschieden von g vorausgesetzt 
werden und die Constanten 9, A, beliebig sind. gleich dem Produete aus 
(2—g)‘** und einer bei z=g eindeutigen Funetion von x, da die für das 
Integral (16.) benutzten Schlussfolgerungen sich hier wiederholen. Ferner 
ist das Integral 

(387° 7 dw / de / de, 


i 4 | 
wenn keine der Constanten 9, A, gleich g ist, durch das Produet aus 
(2 —g)’*°t*t? und einer in der Umgebung des Punktes g eindeutigen Fune- 
tion von x darstellbar. Denn die Function (33.) entsteht aus dem Integral 
(20.), wenn in dasselbe statt P(e) der bei e=yg eindeutige Ausdruck 


Te) / i (u— ve)’ (u—g)'Nu)du 


eingesetzt wird. Endlich ist das dreifache Integral 
(34)  / dw / de / wdu, 
q f’ I 
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unter Voraussetzung der Gleichungen (31.), gleich dem Produet aus 
(@—gy'’t+7tHk und einer bei 2=g eindeutigen Function von ©. Das 
Integral (34.) wird aus dem in (8.) definirten Integral T(x) durch die Sub- 
stitution 
flo) = (wg Im) f o-w)'(@-gYPlo)de f (u—v)'(u-g)"N(u)du 
9 


i 9 
erhalten. In diesem Falle hat in (9.) die Grösse f,(w) den Werth 


fı(w) = eriletrterd+2) Flop), 
wie sich aus der oben erwähnten Eigenschaft des Integrals (20.) ergiebt. 
Also nimmt in der T'hat das Integral (34.) den Factor etrr+7+49 auf, 
wenn x den Punkt g umkreist. 
Analog werde in (29.) 


| O(w) = (w—gYOmw), Pılwı) = (wi -g"D,(wı), 
| 0, ı(w„_ı) a (w._—g)" In Wn-ı) 


substituirt, wo Ow), Q,(w,), ... O,_,(w,„_,) eindeutige Funetionen ihres Ar- 
suments in der Umgebung des Punktes g bedeuten, während ce, c,, ... € 


(35.) 


m—1 


constant sind. Dann ist das den Ausdrücken (20.) und (34.) entsprechende 
Integral 


, ’2 ’w ’wı w%) Om? 
(36.) dw / dw,/ 'dw,/ "dw..../ ""gpdw,, 
q r fr 9 ‘9 


gleich dem Product aus der Potenz 


c+cı+ Hm ıtitit+ u tim 
(09) 


und einer in der Umgebung des Punktes z=g eindeutigen Function von 
x, da der für (20.) und (34.) angegebene Beweis sich durch Induetions- 
schluss verallgemeinern lässt. Wird ferner durch s eine positive ganze 
Zahl, die kleiner als m ist, bezeichnet, und sind g, und Ah, zwei von g ver- 
schiedene Constanten, so wird das m-fache Integral 


om ‘= o w; w_2 h ha+1 hm—1 
37) S dw / dw, / "dw..." "dw,_, / "dw, "dw... ""pdw,.. 
9 


9 9 g 95 I+1 Im—1 


durch das Produet aus 
a  ERNENE 


und einer bei x = g eindeutigen Function von x dargestellt. Denn da der 
in (37.) enthaltene Ausdruck 


(38.) fü (w— ©)" 0, (w,) dw, f “* ' .. Ss ur 0.) Qu (w„_,)dw,_.ı 
9 


9s+1 I9m—1 





Ne © ae a 
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in der Umgebung des Punktes g eine eindeutige und stetige Function von 
w,_, ist, so verhält sich das Integral (37.) wie ein Integral von der Form 
(36.), falls man in letzterem s statt m schreibt. Dies bleibt gültig, wenn 
in (37.) eine beliebige Anzahl der oberen constanten Grenzen h,, ausge- 
nommen A,, durch die bezüglichen variablen Grenzen w,_, ersetzt wird: 
denn die Grösse (38.) ist auch in diesem Falle eine bei g eindeutige stetige 
Funetion von w,_,. 

Die fünf ersten Paragraphen der vorgedruckten Abhandlung liefern 
Beispiele zu den Integralen (28.), (32.), (33.), (34.). Die vier Formen der 
obigen dreifachen Integrale (28.) finden sich wieder in den zwei Integralen 
(34.) und den ersten zwei Integralen (35.) jener Abhandlung. Die zwei 
übrigen dort vorkommenden Integrale (35.) entsprechen den zwei Fällen 
der obigen Integrale (32.), während die dort mit (29.) bezeichneten Integrale 
auf die hier unter (33.) und (34.) aufgeführten Ausdrücke zurückkommen. 
Als Beispiele für die Funetionen von der Form (30), (36.), (37.) sind die 
(a—1)-fachen Integrale zu erwähnen, welche der allgemeineren hypergeome- 
trischen Differentialgleichung zter Ordnung mit zwei endlichen singulären 
Punkten genügen. 


Kiel, im Juli 1886. 











Der Cauchysche Satz von der Existenz der Integrale 


einer Differentialgleichung. 
(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


| )er Fundamentalsatz von der Existenz der Integrale von Diffe- 
rentialgleichungen ist bekanntlich zuerst von Cauchy aufgestellt *) und be- 
wiesen worden, und die Herren Briot und Bouquet haben den Beweis für 
diesen Satz sowohl für eine als auch für mehrere Differentialgleichungen 
erster Ordnung wesentlich vereinfacht. Trotzdem ist diesem, sowie den für 
specielle Differentialgleichungen später gelieferten Beweisen die einfachste 
Form, wie ich glaube, nicht gegeben, und es ist deshalb vielleicht gestattet, 
diesen Satz ganz allgemein in einigen Zeilen ohne Benutzung irgend welcher 
Hülfssätze aus der 'T'heorie der complexen Integrale zu entwickeln. 

Der Satz, der im Folgenden bewiesen werden soll, lautet folgender- 
massen: 

Die Differentialgleichung: 

1) 99 = ala -Iy-n ya. 

4 nt tn + tn. —ı=r) 

deren rechte Seite convergent ist, hat stets ein nach ganzen positiven Po- 
tenzen von c—S entwickelbares Integral, das für e=$ nebst seinen m—1 
ersten Ableitungen die Werthe 7, 71, 72, ».. 7, annimmt. 

Bemerkt man zunächst, dass die Substitutionen 

2) 2-5=X, y-n= 4 X4.X4 4 a x 
die Differentialgleichung (1.) in die folgende 


n ’ 
3) Ym = I,aX’yryr. yad’aı  anantetm=e) 
0 


*) Vergl. auch Weierstrass, dieses Journal, Bd. 51, S. 43. 
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überführen, in welcher der obigen Bestimmung zufolge jetzt dem X = 0 

die Werthe Y= Y'=.-- = Y"") =0 entsprechen sollen, um die herum die 

Reihe auf der rechten Seite von (3.) eonvergirt, und dass, wenn AR, R,. 

R,,... R,-, die Gonvergenzradien bedeuten, und z eine positive Grösse 

darstellt, welche kleiner ist als der kleinste dieser Radien, die Substitutionen 
A=zıxı2, Tony 


die Differentialgleichung (3.) in 
% nr 
(4.) y“ = 3, Ar" y“ y'" ER... 1)! m—1 (wrutmt tu; r) 
0 


überführen, deren um die Nullpunkte gezogenen CUonvergenzkreise Radien 
besitzen, die grösser als die Einheit sind, so, werden die A, da die Reihe 
für e=y=y'=--=1 convergirt, sämmtlich endlich sein, und es mag der 
grösste Modul derselben mit M bezeichnet werden; zu beweisen ist, dass eine 
nach ganzen positiven Potenzen von x fortschreitende eonvergente Reihe für y 
existirt, welehe nebst ihren m—1 ersten Ableitungen für x = 0 verschwindet, 
und der Differentialgleichung (4.) genügt. Stellt man zum Beweise mit 
4.) die Differentialgleichung 
(y = MA+25+3°445°+--)(l4 74 ++ )A+nt+ ++)... 
..(A+n+n+n+-) 
zusammen, worin die letzten gleichen Potenzreihen »-mal wiederholt sind, 
und betrachtet dasjenige Integral dieser Differentialgleichung, das für & = 0 
verschwindet, so sieht man unmittelbar, dass mod. yy”’ = mod. n), ist; da aber 
der Differentiationsprocess in (4.) und (5.) ausgeführt analoge Posten in beiden 
Gleichungen, in der letzteren nur in grösserer Zahl und mit grösseren po- 
sitiven Üoefficienten versehen liefert, so ist allgemein 

mod. m, 


und somit die Reihe 


6 yo") y (m+1) 
i N — ge" En J0 ge" + I) 
(6.) J m! (m+1)! 
eonvergent, wenn es die Keihe 
! " 
Wer N. E N. En; 
Aue ba Zee Aa 


ist. Da aber (5.) die Form hat 


dn M(L+2E+38°+--- 
(8.) - | 


dE gs An)" ’ 
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woraus 

dm m 

m+1 m+l 1-— | 

folgt, so wird & als Potenzreihe von n, also auch n als Potenzreihe von 
& darstellbar sein, und somit (7.), also auch (6.) convergiren. Dass (6.) ein 
Integral von (4.) ist, leuchtet von selbst ein, da die aus (4.) berechneten 
Werthe von 4”, ys“*”, ... nichts anderes aussagen, als dass y'” sowohl 
für 2=0 als auch für alle weiteren x der Gleichung (4.) genügt, d.h. 
dass y ein Integral der Differentialgleichung (4.) ist. 

\Wenn sich auch der gegebene Beweis von der Existenz eines ein- 
deutigen Integrales einer Differentialgleichung im Prineip von dem Cauchy- 
schen nicht wesentlich unterscheidet, so habe ich doch in wenigen Zeilen 
die formale Seite des Beweises so darstellen wollen, wie sie sich mir in 
nächstens zu veröffentlichenden Untersuchungen über die Natur der Integrale 


algebraischer Differentialgleichungen um singuläre Punkte herum als zweck- 





mässig erwiesen hat. 
Heidelberg, im Februar 1888. 

( 

| 

| 

| 

| 


EREETIE UEN nr KARTE er = bes ankle n.  c..0 
37 N ER EREER REE RESEN Be . 


D 
N 
Er 





Allgemeine Integration der Elasticitätsgleichungen 
für die Schwingungen und das Gleichgewicht 
isotroper Rotationskörper. 


(Von Herrn Paul Jaerisch in Hamburg.) 


Die Klastieitätsgleichungen werden in der von Lame in allgemeine 
orthogonale Coordinaten transformirten Form bei der Behandlung des obigen 
Problems zu Grunde gelegt. Diese Gleichungen sind für das Gleiehgewicht 
eines Rotationskörpers von Herrn A. Wangerin *) allgemein integrirt nach 
einer Methode, durch welche Lame in seiner Abhandlung: „Sur l'&quilibre 
d’elastieite des enveloppes spheriques“, (Lioweille Journal XIX. 1854) die 
(Gleichungen in Kugeleoordinaten löst. Diese Methode reicht indessen nicht 
zur Integration der Hlastieitätsgleichungen für die Schwingungen eines 
Körpers aus. Denn die Hilfsgrössen VW, B, &, für welche Zame eine ähnliche 
Entwiekelung annimmt, wie sich ihm für die Volumenänderung ® ergeben 
hat, und welche er durch die Differentialgleichungen als Funetionen von 0 
bestimmt, um aus denselben dann die Componenten der elastischen Verrückung 
zu erhalten, — diese Hilfsgrössen sind in den Gleichungen für die Schwin- 
sungen eines Massenelements von 6 unabhängig, wie gezeigt werden soll. Wir 
haben daher bei der Lösung des obigen Problems einen anderen Weg einzu- 
schlagen. Dieser wird im Allgemeinen derjenige sein, den ieh in meinen 
Arbeiten: „Ueber die elastischen Schwingungen einer isotropen Kugel“ 
‚dieses Journal, Bd. 88) sowie über das Gleichgewicht von Kugel und 
Kreiseylinder (Mittheilungen der math. Gesellschaft zu Hamburg 1886) ge- 
wählt habe. | 


Meine Methode die Klastieitätsgleichungen aufzulösen besteht darin, 


*) Wangerin: Ueber das Gleichgewicht elastischer Rotationskörper. Berlin 1873. 


Im} 
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dass ich nach Trennung der beiden Fälle 9=0 und 9>0 für die Com- 
ponenten der Verrückung, sowie für die Grössen W, B, & Ausdrücke mit 
gewissen unbestimmten Funetionen so wähle, dass die Differentialgleichungen 
zum Theil identisch erfüllt werden. Durch diese Methode gelangte ich auch 
bei dem vorliegenden allgemeineren Problem zur Integration der Differential- 
sleichungen. Es ergeben sich für die Componenten der elastischen Ver- 
rückung Werthe, welche bei specieller Annahme über die Coordinaten in 
die Lameschen Lösungen für das Gleichgewicht der Kugel, sowie in meine 
Lösungen für die Schwingungen der Kugel übergehen. Aber die Behand- 
lung des allgemeineren Problems führt noch zu neuen Lösungen für die 
Klastieitätsgleichungen der Kugel, die sich bei speeieller Behandlung nicht 
ergeben haben. Der Grund dafür liegt in der symmetrischen Form, welche 
die Elastieitätsgleichungen in den allgemeineren Coordinaten annehmen. 

Bei den speciellen Problemen konnte das System simultaner partieller 
Differentialgleichungen direet in ein System gewöhnlicher Differentialglei- 
chungen verwandelt werden. Bei dem allgemeineren Probleme erreiche ich 
dies durch Transformation auf ein anderes Üoordinatensystem (z,r, g). Da- 
durch werden die Componenten in einer für alle Kotationskörper gültigen 
Form hergestellt. Und da sich die Ausdrücke, welche in diesen Coordi- 
naten erhalten werden, leicht in die alten Coordinaten umsetzen lassen, so 
ergeben sich die Componenten für jeden Rotationskörper in der, besonders 
für die Betrachtung der Schwingungen, geeigneten Form, nämlich entwickelt 
nach den Produeten von drei Funetionen, deren jede nur von einer der- 
jenigen drei unabhängigen Variablen £, 7, p abhängt, welche als Parameter 
der drei dem Körper eigenen orthogonalen Flächenschaaren eingeführt sind. 

Dabei gelangen wir zu einem allgemeinen Satze, der für alle Ro- 
tationskörper gilt, aber bisher nur für das Gleichgewicht derselben ausge- 
sprochen ist *): 

Die Integration des Systems simultaner partieller Differentialgleichungen 
elastischer isotroper Rotationskörper lässt sich zurückführen auf die Lösung 
der Gleichung 


Iuteu =, 


welche für das Gleichgewicht, wo die Constante «= ist, in die Potential- 
gleichung übergeht. 


*) Wangerin a.a.0. 
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Die Lösung der Potentialgleichung ist für die folgenden Rotations- 
körper bekannt: Kugel, Kreiseylinder, Kegel, exeentrische Kugelschale. 
Kreisring, Rotationsellipsoid (Riemann*), Heine**), ©. Neumann ***), Wange- 
rin y)); die Lösung der Gleichung Su+«’u = 0 dagegen nur für den Kreisey- 
linder, die Kugel und das Rotationsellipsoid **). 

Den Oberflächen- sowie Anfangsbedingungen kann dureh die will- 
kürlichen Constanten der für die Schwingungen erhaltenen Lösungen in 
mehrfacher Weise genügt werden, so dass man mehrere Schwinzungszu- 
stände eines KRotationskörpers zu unterscheiden hat, wie ich bei Behand- 
lung des Kugelproblems (dieses Journal, Bd. 88) näher ausgeführt habe. 
Besonders einfach gestalten sich die Formeln für die Torsionsschwingungen. 
Es treten dabei gewisse Knotenflächen auf, die für jeden Rotationskörper 
zweien der drei Schaaren orthogonaler Flächen desselben angehören. Wir 
behandeln, um ein Beispiel durchzuführen, die Torsionsschwingungen des 
Rotationsellipsoids. 

Im letzten Theile wende ich die gleiche Methode zur Integration 
der Gleichungen für das Gleichgewicht des Rotationskörpers unter der Vor- 
aussetzung an, dass auf die Massenelemente desselben keine anderen Kräfte 
als die elastischen Druckkrätte wirken. Wir können uns hier kurz fassen, 
da das Problem unter dieser Voraussetzung schon eingehendere Behandlung 
sefunden hat (Wangerin a. a.O.). Man denkt sich, wie beim Schwingungs- 
problem, die Componenten in zwei Theile zerlegt, für deren einen die 
Volumenänderung 6 verschwindet, und führt das System partieller Differen- 
tialgleichungen wieder durch Transformation in ein System gewöhnlicher 
Differentialgleichungen über. Zum Sehluss zeige ich, dass die gewonnenen 
Lösungen die bekannten Lameschen Lösungen für das Gleichgewicht der 
Kugel enthalten. 

Vor Behandlung des vorliegenden Problems werden drei allgemeine 
Sätze, die für jedes orthogonale Coordinatensystem gelten, und von denen 
wir im Folgenden Gebrauch machen, abgeleitet. Diese sind: 


*) Riemann: Ueber das Potential eines Ringes. 
**) Heine: Handbuch der Kugelfunctionen. 


**#*) 0, Neumann: Allgemeine Lösung des Problems über den stationären Temperatur- 
zustand eines Körpers, der von zwei nicht concentrischen Kugeln begrenzt wird. Halle 1862 
Theorie der Elektrieitäts- und Wärmevertheilung in einem Ringe. Halle 1864. 

T) Wangerin a.a.0. 
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1. Die longitudinalen Theile der Componenten der Schwingungen eines 
Massentheilchens elastischer Körper sind in eindeutiger Weise gegeben und zwar | 
bei ebenen Coordinaten gleich den Differentialquotienten der Volumenänderung - 
nach den ÜCoordinaten. E | 

Hiermit ist das Schwingungsproblem elastischer Körper auf die Be- | 
stimmung der 'Transversalschwingungen zurückgeführt. 

2. Die Componenten der Elementarrotation sind für elastische Schwin- 
gungen eines Massentheilchens vom longitudinalen Theile der Componenten der 
Verrückung unabhängig und proportional dem transversalen Theile. 

Nach diesem Satze erhält man sofort eine zweite Lösung der Diffe- 
rentialgleichungen für die Transversalschwingungen, sobald eine solche be- 
kannt ist. 

3. Eine Lösung der Elasticitätsgleichungen für das Gleichgewicht ıst 
stets bekannt, sobald die elastischen Kräfte nur allein wirken; und zwar sind 
die Componenten für ebene Coordinaten die Differentialquotienten der Potential- 
function für einen äusseren Punkt nach den Coordinaten. 


sl. 


Die Elastieitätsgleichungen in allgemeinen orthogonalen Coordinaten. 
Bezeichnet man mit 0, @,, 0, die Parameter dreier Schaaren ortho- | 
sonaler Flächen, die definirt werden durch die Gleichungen: | 


as 


oe=f(z, Y; 2), 0, = file, Y, 3), 01 = fı(®, Y, 3); | | 
und bezeichnet man mit AR, R,, R,, die Projeetionen der Verrückung des 
Massentheilchens M auf die Normalen derjenigen drei dieser orthogonalen 
Flächen, welche sich in M schneiden, so nehmen die Elastieitätsgleichungen 
in diesen allgemeinen Coordinaten E, €, @,, nach Lame *) folgende Form an: 


dB dE _A+2u h dO 1 8 F 1. EM 
do,, do, hg u h,h,, do ; u h,h,, u h,h,, di 
i dE da A+2u Äh dO ö 1 ö 1 d’R 
(I.) — ze 1 eK F, je n 
de do, u h,hdo, u h,h u h,h d 
AA dB Ar+Zu h, 8 1 oö 1 d’R, 
ee 23 — „BE ao 





wo 4 und «u die beiden Elastieitätsconstanten, d die Dichtigkeit des Mediums, 


*) Lame a.a.0. 
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F, F,, Fı, die Componenten der auf M wirkenden äusseren Kräfte, zer- 
legt nach den Normalen in M der drei Flächen eo, o,, @,,, bedeuten, und 
wo h, A, Au, die Volumenänderung ® und die Grössen A, B, E zur Ab- 
kürzung für folgende Grössen dienen: 


m) HH 


’ a 1 3 
die Formeln für Pr und Pr entstehen hieraus, wenn oe durch o, und o,, 


l 11 


ersetzt wird: 


I R 
(4, Fer | 
2 ar A, 11 hı Ei] ' e 
EL) hhyk, | de + % 4 . 
F 

a | 
IV.) h N — h, WR h,, h, B— hr h h,, wo h h, 
ie dee de,, do, ' h,h do do, ’ hh, do, do 


Die Oberflächenbedingungen werden später aufgestellt. 


> 


ud 


"SV 


Bei Betrachtung der elastischen Schwingungen kann man, ohne die 
Allgemeinheit der Untersuchung zu beeinträchtigen, wie Clebsch in seiner 
Klastieitätstheorie gezeigt hat, sowohl von den auf das Massenelement als 
auf die Oberfläche wirkenden Kräften absehen, falls man als Gleiehgewichts- 
lage diejenige ansieht, welche der Körper unter Wirkung dieser Kräfte an- 
nimmt. Bei dieser Voraussetzung hat man in den Formeln (1.) zu setzen: 


(IV) F=R=F=0. 


Jetzt folgt aus den Gleichungen (I.) dureh Differentiation derselben 
resp. nach @, @,, @,, und mit Rücksicht auf (III.) die Gleichung: 


d dd d dd d dd Ö d’u 
4 er J = 
(\ ) do 9 do " do, 9: do, do,, I do,, + 2u III ge 


wo, wie auch später, zur Abkürzung gesetzt sei: 


h h h 


1 


(VL) g= h,h,' 91 = h,,h’ gu = hh, 


Differentiirt man dagegen die zweite der Gleiehungen (I.) nach o,,. 
die dritte nach og, nach Division beider Gleichungen resp. durch g, und g... 
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so erhält man durch Subtraetion eine Gleichung, die nur die Unbekannten 
X, Bd, & und nicht 9 enthält. Auf ähnliche Weise bildet man aus (I.) noch 
zwei andere Gleichungen. Es ergeben sich folgende Gleichungen: 


u3 ( d& Zi aA ER Me hi. x AB\ _ 60 AN 
de,, 9, ‘ do do,, do, 9,, “do, do je u 9 di? 
VII d 1/d4 dB y d 1 Fe h = Be Ö . ad 
\ do 9g,, ‘de, do do, 9 ‘do, de, u” dt 
d 1 (dB de\N d 1/dE AA T, GE 
do, g ‘do, de, ? a N, u Inge 





Aus diesen Gleichungen folgt mit Rücksicht auf (V.), dass die Grössen 
%Y, 8, & für die Schwingungen eines Massenelements von 9 unabhängig 
sind, wie in der Einleitung behauptet wurde. Die Grössen W, B, & hängen 
von der Elastieitätseonstante « allein, # von beiden Elastieitätseonstanten 
ab. Daher müssen, damit die Gleichungen (I.) bestehen, auch die Compo- 
nenten der Sehwingungen R, R,, R,, in zwei Theile zerlegbar sein, deren 
einer, der longitudinale, von A-+2u, deren anderer, der transversale, nur von 
« abhängt. 
Wenn man zur Abkürzung setzt: 
L = Acos 14 Asiny treu, 


er Ö 
VIII.) 





MH = B,cos Y S mi -B,sin 5 mt, 


wo die Uonstanten A und B durch die Anfangsbedingungen, / und m durch 
die Oberflächenbedingungen zu bestimmen sind, und wo zwischen / und m 
für eoexistirende Longitudinal- und 'Transversalschwingungen die Gleichung 


(V III“) a E = sm’ 


besteht, so hat man der Gleichungen (V.) und (VII) wegen 
(IX) ®9=ol, A=-WAM, B=BM, =, 


wo mit o, W, 9’, € Functionen bezeichnet werden, die von der Zeit un- 
abhängig sind, und o der Gleichung: 
d do d do d do 


/ 


Sc Br 7 Dr Paar Pr I rar ae ar ra 


genügt. Die Functionen W, B', & genügen Gleichungen, die aus (VII.) her- 
vorgehen. 
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Zerlegt man nun die Componenten der Schwingungen A, R,, R,, in 
der angegebenen Weise, so erhält man für dieselben, wie ich beim Schwin- 
eungsproblem der Kugel a.a. OÖ. $S 2 und 3*) näher ausgeführt habe, fol- 
gende Ausdrücke: 

R l do R Il do R Il do 
zL = —— L+uM, — = —— L+eM, —ı = — L-+w) 
Al.) h "de "m " do, L 5 I" de, ol. 


1 11 

Diese Ausdrücke genügen den Gleichungen (I.) mit Rücksicht auf (IV*.), 
IV.) und die obigen Festsetzungen, wenn «, ve, w durch folgende Glei- 
chungen bestimmt werden: 


xy] dB’ d&’ d&' AN u. AN dB’ h 
r _— a m 4 Bu — . A er 4 " 
AI.) do, do, 9%, do do, g! do, de m g,Ww. 
wo W, B, &, definirt sind durch: 
ö dv dw dw du u du de 
( za J = ai “ 2 m ra e ) m _ . 
Au ) 9 ı do,, do, Hd do do,, 9,6 de, do 


Aus (Xll.) und (X11“) leiten wir zwei Gleichungen ab, die zwar identisch 
erfüllt sein müssen durch jede .Lösung jener Gleichungen, deren Form aber 
für die Wahl der zur Integration von (X11.) einzuführenden Funetionen be- 
stimmend sein wird. Diese Gleichungen sind: 


Fahne dgu dgq,® dg,,w 

(} ns a I — — ( 

Au f do de, do, ), 

R lg’ lg, DB’ lq..&' 
(XII) dgA Pr dg,? ” dg,k a ;‘ 
\ do do, do,, 


Aus den Ausdrücken (X1.) für die Schwingungseomponenten R, R,, R,, 

folgt, dass der longitudinale Theil derselben eindeutig ist, da die Grösse o 

ihrer Bedeutung nach eindeutig ist, und dass die Bestimmung der Uom- 

ponenten desselben zurückgeführt ist auf die Integration der Gleichung (X.) 

für o, also auf die Gleichung So+l’o=0. Ferner folgt aus (X11.) und 

(XII°) die Proportionalität der Grössen W, B’, E mit x, e, w; denn die 
beiden Systeme gehen in einander über, wenn man setzt 
XI) Wem, B’=m, C=mw; 

und hieraus ergiebt sich mit hücksicht auf (IX.), dass die Componenten 

einer Elementarrotation 444, 44,8, 44,,6 proportional sind den transversalen 

Theilen khuM, hvM, h,wM der Componenten der Verrückung, wie oben 


*) Dort ist statt A,, B,. 


> 
- 


T, in der dritten, vierten und siebenten Zeile S. 135 


2 
v. 0. zu lesen 4, B,T.. 
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behauptet wurde. Man erhält daher, wenn eine Lösung «, v, w der Glei- 
chungen (XII.) bekannt ist, durch (XIII) und (XII“) eine zweite Lösung. 

Für das Gleichgewicht erkennt man, falls #*=F,=F,=0 ist, ohne 
Weiteres eine Lösung der Gleichungen (I.) nämlich: 


£ Er dd R df 
(? Ri; = - . i. = x 1 _.__ 
REN) N ER RE de, ' 
wo f der Potentialgleichung: 
d df d df d df 


de I a Te, a, 


genügt. 


N 3. 
Die Elastieitätsgleichungen für die Schwingungen der Rotationskörper. Bestimmung der longitudinalen 
Componenten. 


Für die allgemeinen orthogonalen Coordinaten 0, @,, 0, führen wir 
in die EHlastieitätsgleichungen die Parameter 5, n zweier Schaaren von 
Rotationsflächen mit gemeinsamer Rotationsaxe sowie den Winkel p ein, 
den die durch das Massenelement des Körpers gelegte Meridianebene mit 
einer festen Meridianebene bildet. Die Axe des Rotationskörpers falle mit 
der Rotationsaxe der Flächen zusammen. Bei Einführung dieser Coordinaten 
folgen wir der obigen Abhandlung Wangerins, in welcher dieselben in der 
Klastieitätstheorie zuerst Verwendung fanden. 

Setzt man 

(1) z-+ir = f($+in), 
wo x und r die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes in der Meridian- 
ebene p bezeichnen, so entstehen aus (1.) durch Trennung des Reellen und 
imaginären zwei Gleichungen, welche zwei orthogonale Curvensysteme mit 
den Parametern & und n darstellen. Nun lasse man den Winkel p von 0 
bis 27 wachsen, so beschreiben die Curven dieser Systeme Flächen, welche 
mit den Meridianebenen drei Schaaren orthogonaler Flächen mit den Para- 
metern S, 7, bilden. Ferner sei 
(2) y=rcosy, 3=r8ing. 


Bevor wir diese Coordinaten in die Elastieitätsgleichungen einführen, 
mögen einige Transformationsformeln, von denen wir im Folgenden Gebrauch 


machen, abgeleitet werden. Zunächst folgt aus (1.) durch partielle Diffe- 
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rentiation 


E de d Ir 2 . + der 
E 3.) RE..4 de _ dr 2. 1 d z ae d ui L d’r a \ 
dE dn dn dE’ de dn’ d&’ ' dn’ 


Dann ergeben sich aus (11.) folgende Werthe für A, h,, A: 


i ET TEUER DIENT | 
| Mm - DH) Ir): = 


(4.) 





= (dd, =[f, = 2. . 
9 91 z 9 rh? 
Aus (3.) und (4.) erhält man für jede Funetion F von & und n: 


dF dr dF dr li dF 


(B.) d& de + dn dn Par’ 
6 dF dr dF dc 1dr 
(6.) dE dn da dE MM de’ 


i r n . TREU TER A we 
in diesen Formeln kann gleichzeitig S mit x, 7 mit r, h mit „ vertauscht 
a l 


werden. Ferner ergiebt sich für zwei Funectionen f und F: 


dF d  dFdf _ 1/dFdf  dF af 





wi pi Mr | 
(4) dE dE | dn dn h’? \ dr dr  dz de’! 
81 dF df dF dd _ 1 ( dF df dF df \ 

(8.) d&E dn dn dE h’\dr dx de dr /' 
Ä di „dF d dF 4; dF d dF 

(9. N 4 - —_| all | 

ae, dE [ d& dr [ dn h? \ dr / dr dx / dx )- 

S 4. 


Die Ausdrücke (XI1.) für die Schwingungseomponenten und für ® 
nehmen durch Einführung der Coordinaten 5, 7, g an Stelle von 0, ®,, 0; 


% 


folgende Form an: 






R 1 do 
j = oo m ‚+ l 
h Pe ru, 
1 
R, u Je 1 an L-+vM, 
(10.) h " dn 
I: 
rR., = -;; © L+wM, 
I" dp 
0 — oL, 









wo L und M durch (VIII.) definirt sind, und o, a, ev, w folgenden Glei- 
chungen genügen, die aus (X.), (All.) und (X 11”), All’), (ALL) hervorgehen: 
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d do d do . 1 do ‚Pro 
de" de E dn" dm E77 de? m 


1 EEE A wi 
u Fhheiei A a er ee 
dv dır dın du 1 du dv 
/19a \ Ei er gar SEE 3 A i 
(12°) ri dp dn ’ rd de dp’ rh? c dn dE 


dru dr» 1 dw 


ob 3 u 2 WR - >. i 
(12°) de r dn 'rh? dp 0; 
Zum dr dr 1 dE 
I are "a 27 Ei 

(12°) d& + dn + rh?’ dp 0. 


Durch die Ausdrücke (10.) für die Componenten R, R,, R,, ist die 
Bestimmung des longitudinalen Theils derselben zurückgeführt auf die Lösung 
der Gleichung (11.), die in ebenen Coordinaten die Form 


No+20o = 0 


hat. Bevor wir dazu übergehen, das Gleiche für den transversalen Theil 
nachzuweisen, also zu zeigen, dass die Integration des Systems (12.) auf 
eine Gleichung von gleicher Form zurückgeführt werden kann, möge in 
Betreff der Gleiehung (11.) noch bemerkt werden, dass dieselbe, während 
ihre Integration in den Variablen &, 7, g die bestimmte Wahl des Rotations- 
körpers voraussetzt, eine für alle kotationskörper gültige Lösung zulässt, 
die unter Umständen von Vortheil sein kann. Dazu transformiren wir die 
Gleichung (11.) in die Variablen x, r, y. Bei Anwendung der Identität 
(9.) geht sie über in: 


d’ ’ 
(13.) Il d „go 0 1 d’o 


r dr dr ” d.e” r r? dy? a 


Bezeichnet man ein Einzelintegral dieser Gleichung mit 

(13) = NXD, 
wo mit R, X, ?P Funetionen von r resp. x und allein bezeichnet werden, 
so zerfällt dieselbe in folgende drei bekannte Gleichungen: 


tr Mn . 
FF HG; X=(, 


1 d v’ 
r dı 


4 +’ - 0, 


f \ 
(14.) z 


ra HOF IR= 0, 


r® 


wo mit 2 eine reelle oder imaginäre Constante, mit v eine reelle Constante 
bezeichnet wird. » muss reell sein. weil in Beziehung auf Y nur periodische 
Funetionen und zwar mit der Periode 2n auftreten können. 
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89. 


estimmung der transversalen Schwingungseomponenten. 

Wir haben das System simultaner partieller Differentialgleichun- 
ven (12.) zu integriren. Die Methode, welehe mich zur Integration dieser 
Gleichungen führt, lässt sich kurz folgendermassen -charakterisiren: Ich 
suche für die Grössen a, ®», » sowie für W, B, € solehe Ausdrücke 
mit vorläufig unbestimmten Funetionen zu gewinnen, dass zunächst die 
Gleichungen (12°) und (12°) identisch erfüllt werden. Dies ist leicht mög- 
lich. Für diese so bestimmten Werthe «, v, w, W, ®, © zehen die Glei- 
chungen (12.) in ein System partieller Differentialgleiehungen über, welches 
sich durch Transformation in ein System gewöhnlicher Differentialgleiehungen 
überführen lässt. 

Anstatt zuerst die Gleichungen (12°) und (12°) durch ein Werth- 
system a, ®, w, W, DB, E in unbestimmten Funetionen identisch zu erfüllen. 
hätte man auch eine identische Lösung der Gleichungen (12.) und (12°.) 
suchen und die unbestimmten Funetionen durch die Gleichungen (12°) und 
(12°) näher bestimmen können. Aber der erstere Weg ist darum vorzu- 
ziehen, weil derselbe auch für die Integration der Gleiehungen für das 
Gleichgewicht anwendbar bleibt. Denn die Gleiehungen (12°) und (12°. 
behalten für das Gleichgewicht ihre Form, nieht die Gleichungen (12.) 
und (12°.). 

Es seien 9, A, B drei Functionen von © und n, und 2 sei eine 
Funetion von g, die in (14.) definirt ist, so werden die Gleichungen (12°.) 
und (12°) identisch erfüllt durch folgende Annahme: 





/ 

dı$ \ A dp 

-- u D A — 
zo d& 5) P, a r dp 
. dı$ \ B dp 

- = - / ‚DD DEN = 
(15.) v F +A)P, = 
vo—=, ” $ — — CP 
dp d 

wo C zur Abkürzung dient für: 
ii a A 
(15°.) C=rh cart ). 


Da die Ausdrücke «, v, w in (15.) drei unbestimmte Funetionen enthalten, 
so stellen sie den allgemeinsten Ausdruck für eine Einzellösung dar. Die 
Funetionen $, A, B sind durch die Gleichungen (12.) zu bestimmen. Diese 


gehen durch (15.) über in: 


24* 
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v ee 
er B+ te rB, 
v’ dc „ds 2 
(16.) A— he mr dn +m'rA, 
Mr 
A A, 
dn dE  rh 
Hierzu kommt die Gleichung, welche aus (12°.) hervorgeht: 
d d9 d dd vw drB drA 


(14) de u d£ Tg e dn rh’ Pi dE dn- 


Die Gleichungen (16.) und (17.) bleiben ungeändert, wenn in (15.) 2 durch 


dp dp 


durch —v’P ersetzt wird. 
dp’ dp 


$ 6. 


Die Gleichungen (16.) und (17.) haben noch nicht die gewünschte 
Form, so dass nach Transformation in die Coordinaten x, r, p die Zurück- 
führung auf ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen möglich wäre. 
Dazu führen wir für A und B durch folgende Gleichungen zwei Funetionen 
p und g ein: 


d dr dr 


dr r 
(18.) A ag > de +q dn B=p dn de ’ 


durch welche der Ausdruck (15) für C die einfache Gestalt annimmt: 


1 d 
aN\ — ap | r q E 
im.) Cap ie 


Zunächst erhält man nämlich mit Rücksicht auf (3.) 


he 


‘ ‚dp dr dp dr dq dr dq dr 
Ü ae rh’ ) = 2 Fr sieh , 
d& ds dn dn d& dn dy dE 


und dieser Ausdruck geht in (18°) über in Folge der Identitäten (5.) 
und (6.). 
Ferner ist 


dE dC dr e dÜ dx 

din dr dy de dn 
’ a dF dl dF . 
Diesen Ausdruck sowie die entsprechenden für in’ Et formen wir 


durch (3.) um und tragen folgende Ausdrücke in die Gleichungen (16.) ein: 





h 


m 


i 
Ge 
re 
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dc dl dx dl dr d$ d$ dx d$ dr 


dn dr dd de dd’ dn dr d de d&’ 
de dC dr dl dx dy d$ dr  d#$ dx 


dE dr dE 7a de’ dE dr di ' de dd 


- . . “ne " dr Pr Ir 
Setzen wir noch die Werthe (18.) für A und B, wo für E nach (3.) z 


geschrieben ist, in die Gleichungen (16.) ein, so gehen zunächst die ersten 
beiden dieser Gleichungen in folgende nach Division durch r über: 





(3 v’ \( dx dr \ 1/dC de dl dr \ 
m — —, - -4 - - u — 
\ r/\P dE 1 dE Tr Nar de de d& ) 
N? ( d$ dr d3 dx\ 
= m|\ — - )J; 
19 ‘dr d£ de dE / 
(19.) (m? a dr ©.) vi (% dr  dC dr ) 
> Suamadr: u 2; ir 
r? / p dE rg dE r \dr d& dx d£ 
R ( d$ dx d$ dr ) 
= —m = 
dr d& dx d£ 
ia | . a r a: dr ., dr 
Multiplieirt man diese Gleichungen einmal mit TE und je, dann mit —; 
> dS ds 
dx - & - ’ a 
und 5, 80 sehen durch Addition und Subtraction folgende Gleichungen 
d& - - 
hervor: 
/ „2 a ‚d$ 
m’ — — )p-+ = 
(198 ” /P r dr % dx 
y".) 
PF* a  _ AR z. 
ee "Pa a Tr er 





Um in entsprechender Weise die dritte der Gleichungen (16.) sowie 
die Gleichung (17.) umzuformen, bilden wir zunächst aus (18.) die Ausdrücke 


B 
d d 
-..@* und Ei Es ergiebt sich mit Rücksicht auf (3 
dE dn dn dE je o Ey _— REGEN 
dB drA drp dr drp dr (29 dr ‚, drq dr ): 
d£ er din  dE dn dn de dE d& \ dn dn' 


dann wegen (5.) und (6.) 


Ir B dr A l drp dr ı 
Ina ( } 1 


ds dn h’ \ dx 


*) Dieselben Gleichungen würden sich ergeben haben, wenn man in den vorher- 
en dx dr ) 
gehenden die Factoren von pr: und je also die Factoren der von einander unab 


hängigen Differentiale d.ce und dr gleich Null gesetzt hätte. 
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und entsprechend 


“ 32 7 33 
(90° ) FE 2 ee ı er r 
ER um Ede Ne 


Schliesslich transformiren wir die linke Seite der Gleiehung (17.) durch die 

Identität (9.), indem wir f durch r, F durch 9 ersetzen, und erhalten: 

3 l + } 2 « 1? 2 

790°.) ( „d ‘ d d9 vg 1 & „49 in A 9). 
dr dr 


. > K.. 
dE dd " dn dn rM‘ h’ dx’ r 


Durch die Ausdrücke (20°), (20°.), (20°.) erlangen die dritte Gleichung (16.) 
und die Gleichung (17.) die gewünschte Form. Ersetzen wir noch die 
ersten beiden Gleichungen (16.) durch die daraus hervorgegangenen Glei- 
chungen (19°), so erhält das Gleichungensystem (16.) und (17.) in den 
Coordinaten x und r folgende Gestalt: 





(m’— vn FR. d r dp + m. 
r? yP* r dr dr r dde er dx ' 
ER.  , da „ ds 
(21.) (m ap )q Te ie TU 
d 4 

dp REIN g. 

= r Ar - m +: 
(29, | e ‚ dı$ f es / w FOR dp L arg 
\ . r dr dr dx’ r’ dx r dr 


Bevor wir uns mit der Integration der Gleichungen (21.) und (22.) be- 
schäftigen, tragen wir die für A, B, C erhaltenen Werthe in (15.) ein und 
erhalten als Lösungen der Gleichungen (12.): 


f dı?$ dr dr \ 
u 5 ed 4 ae, 


R d# dr dr 
an ek 
dp 
dp 


[4 


vo = 9 





und nach $2 (XIL) als zweites Integralsystem derselben Gleichungen: 
23) u=NAN, v=B, v=®, 


wo der Proportionalitätsfactor = 1 gesetzt ist, und wo W, ®, €, nach (15.), 
(18.) und (18°) gegeben sind durch: 








du 
(3 


\W 


mn 
N) 


W 


st 


u, 


F 
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I 


(P dr si dr ) dp 
r dE are? dp ' 


Jan‘ a _ fp da qdr\d® 
“r) Fr“ & dn r d& ) dg ' 





A 


MR dp d 
er ++ 





8 7. 
Zur Integration der Gleichungen (21.) und (22.) denken wir uns 9 
dureh die dritte der Gleichungen (21.) bestimmt, so gehen die ersten beiden 
Gleiehungen (21.) über in: 


1d bb, 4 “ 
( i ) 1 p I 2 BZ Be 5) P 
(24.\ r dr . dr ' de - (m r? sp Er de 
\ .) 
q 9 
ne % + on (m’-- 2) =0 
r dr f dr d.’? ee 





Werden p und g durch diese Gleichungen bestimmt, so wird Gleichung 
(22.) identisch erfüllt. Bezeichnet man nun mit F eine Lösung der Gleichung: 


rt: @ IF r F a 
(24°) ( . ( \ ( ‚AS (m’— n )F = U), 


r dr dr 
so ergiebt sich für die Gleichungen (24.) die Lösung: 
(22) g=erf, p=F-zF, 
wo F' derselben Gleichung (24°) genügt, aber andere willkürliche Con 
stanten als F enthält. Von der Richtigkeit des Ausdrucks für p überzeugt 
man sich leicht, wenn man bedenkt, dass 
d’xF d’F 9 AF 
D - Mn « “E' 8 
d.c’? dx’ dx 
ist. Den Werth für 9 liefert nun die dritte der Gleichungen (21.) in fol- 
sender Form: 


24) He — 


—+r 
m’ \ de dr 


1 /dıF Er) 1 dF' 

m’ dx 
9 Hiermit ist den Gleichungen (21.) und (22.) genügt, und zwar ist die Inte- 
| gration zurückgeführt auf die Lösung der Gleichung (24“.), 
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Trägt man die obigen Werthe für p, q, $ in die Ausdrücke.(23.) und 
(23°) für «, v, w ein und zwar einmal 
g=t, p=F,  Besill.. dF 


m? dx ’ 
dann 


A bragpi a_ 1 /daF dF 
q=rF, p=-afF, % (Z +r a): 


£: m’ 
so ergeben sich vier Lösungen der Gleichungen (12.). Wir unterscheiden 
dieselben durch untere Indices «,, ®,, w, und die zugehörigen F durch die 
gleichen Indices, ersetzen dabei F, durch —F, und erhalten: 








1 dF „dr 
Br een % a 
2. m’ dSdx Li dn )B, 
n 1 d’F dr 
. a \ . — AB ee 
(25°.) 9 m’ dndx F' de ) p, 
ns 1 dF, dB. 
7 ee ° 
(25°.) 5 F, dr dp Big F, dr dp RE dF, b: 
IP m Tre A Ehe, 
re io No dr dr ) 
a 7 dE ( a +aP; dn tr d& (P, 
Rn (1 d /dıFE dF en 
(“); \ q*_ — ’ Bio 3 u 46 —- fr 
RR) ic Im’ dn Nie ä dr / eF; dE rF; in\® 
l dıF,  _dF,\ d® 
Br En 3 r 
ei N de "Wr ) dp’ 
X dr ‚„dr\d& 
EN ep! ah. dr ” dr dp 
(25°.) 0 = (-F, it 
j dF, 2 dF, En 
vo, = (rz u )D ). 





*) Die Gleichungen (24.) haben ausser (24°.) noch folgende Integrale 
2y 3 
q d’F ri d’F 
n— +m’F, p=r ——, 
d.’ Fi dr dx 


r 
wie man aus der identischen Gleichung 


8 d dF d dF a W | d’F 
r -r — + ——r +(m’- n )r — —2 ——. —2m’F 
r dd dr dr dx’ dr a d.r“ 
erkennt, wobei F die obige Bedeutung hat. Aber man gewinnt hierdurch kein neues 
Werthsystem u, v®, w. 
Ferner verliert die Lösung (24°.) ihre Gültigkeit für ein von z unabhängiges g, 


dr 











H 
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Hier sind F,, F,, F,, F, Lösungen mit verschiedenen willkürlichen Uon- 
stanten der Gleichung (24°), welche in den Variablen 5, 7 nach Identität 
(9.) die Form erhält: 


I d dF 1d dF Es, v”’\ F 
r dE r dy . dn N 


3 


2 ( ) r d& 
In den obigen Werthsystemen »,, e,, w, sind x, r, h für jeden Rotations- 
körper als Funetionen von 5 und n gegeben (ef. (1.) und (4.)). 


Lee) 


S 8. 
Die Herleitung der Gleichungen (19°.) aus (19.) erleidet eine Aende- 
rung, wenn eine der beiden Grössen 
dx dr dr dr 
p dE Pr de und p de rq d& 
verschwindet. In beiden Fällen können sich andere Lösungen der Glei- 
chungen (12.) als die erhaltenen (25°), (25’.). (25°). (25%) ergeben. Wir 
haben also Lösungen der Gleichungen (16.) aufzusuchen, wenn nach (18. 
einmal A=0, dann B=L ist. 
Es sei zunächst A=0. Die Gleichungen (16.) und (17.) nehmen 
mit Rücksicht auf den Werth (15°) für C folgende Form an: 





v’ d dB TE  . 
. B-+ din rh dn m di mrB. 
d J ) dB 1 bi. dY 
(26.) dE e” dn FR dn ' 
B 
d- | 
r m’ 
— — J 
de le 
dpa \ d dd d d$ Zr drB 
( 26°.) u — — 1 = ——: 
de -& dn dn rh dE 


Die Gleichung (26°.) wird durch die Gleichungen (26.) identisch erfüllt, wie 
man leicht einsieht. 9 denken wir uns durch die dritte Gleiehung (26. 


weil dann auch p von g unabhängig wird. Doch sind die unter dieser Voraussetzung 
sich ergebenden Werthe für u, v, w in (25°.) und (25’.) enthalten. 

Die Gleichungen (21.) und (22.) können noch auf einem anderen Wege integrirt 
werden, indem man nicht %, sondern p eliminirt. Hierdurch gewinnt man theilweise 
andere Darstellungen der obigen Werthsysteme «,, v,, w.. 
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bestimmt, dann gehen die beiden ersten in folgende Gleichungen, über: 





d u 
d 2 r . 1 d 2 dB 2 v° 
il d& rh u Ne (m -,)B =(, 
(27.) B 
d rh: dB _d r . r 
dE din F dn " d& 


Diesen beiden Gleichungen kann B nur genügen für jeden Werth von $ 
und n, wenn eine derselben identisch erfüllt wird. Dies kann nicht im 
Allgemeinen, sondern nur für bestimmte Coordinatensysteme &, n der Fall 
sein. Wir haben daher zu untersuchen: Für welche Rotationskörper sind 
x, r und h solche Funetionen von & und n, dass einer der beiden Glei- 
chungen (27.) jeder beliebige Werth für B genügt. 

Es ist leicht einzusehen, dass die erste der Gleichungen (27.) nicht 
identisch erfüllt werden kann. Durch Ausführung der Differentiation in der 
zweiten Gleichung ergiebt sich nach Weglassung eines gleichen Grliedes 
auf beiden Seiten der Gleichung: 

dB drh’ 


1 l „dr ’ 
Zen 9] dB dh R dr dB _+B d = dr ). 
f] s 


rn | 
dS dn dS dn dn\r d 
Diese Gleiehung soll für jedes B identisch erfüllt sein und zerfällt daher 
in folgende drei Gleichungen: 
drh’ ,„ dr 





de +h .- 0, 
Ih 
a8 3 . = 
(20.) dn ’ 
d /h’ dr 
dn ( r d& ) uni 


da weder A noch r den Werth 0 haben kann. Die erste dieser Gleichungen 
lässt sich nach Fortlassung des Factors 2% schreiben: 


dh dr 
r +h = m ( 
dE ds 
und ergiebt 
28) vb = un), 


wo w eine Funetion von n bezeichnet. Der zweiten Gleichung (23.) wegen 
ist A von n unabhängig und folglich der dritten Gleichung wegen auch 
l dr 


IE} daher muss r als Function von 5 und n die Form haben: 
r dE 














wo 


un 


wo 


füı 


Hi 
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(RN a ni 
(28 .) Y _— sıı, 


wo mit &, und 7, Funetionen von $ resp. 7 bezeichnet werden. 
Aus (28°) und (28°) folgt: 
Sın.h = wen); 
und weil A und 5, von 7 unabhängig sind, so folgt hieraus zunächst 


w(n) En Wie 


wo der zuzufügende constante Factor gleich 1 gesetzt werden konnte, und dann 


— 


(28°.) h= 


/ 


Un 


Durch die Werthe (28°) und (28°) werden die Gleichungen (28.) erfüllt. 
Wir können daher den Satz aussprechen: die zweite der Gleichungen (27.) 
wird für alle Rotationskörper identisch erfüllt. für welche die Function f 
in (1.) so gewählt werden kann, dass sich durch (3.) und (4.) für r und h 
Werthe von der Form (28°.) und (28°) ergeben. Wir werden im nächsten 
Paragraphen untersuchen, welche Rotationskörper diesen Bedingungen 
genügen. 

Durch die Werthe, welche sich für r und % ergeben haben, nimmt 
die erste der Gleichungen (27.) folgende Form an: 


d ” l . 
( 
#378 1 d 4 (ön v B 
2 1 _L n - ’= in — 4) 
(29.) ZZ 3 ZZ 17 u dn ir +} ) 4 
für 9 erhält man aus der dritten Gleichung (26.) folgenden Werth: 
B 
wir 
I= ——, n 
m’ & d& 


l 
Trägt man diesen Werth für 9 in die Ausdrücke (15.) für «, v, w ein und 
setzt A=0, so ergeben sich folgende Lösungen der Gleichungen (12.): 





BT tE WE . . m‘ 

u Soya ww" E— Hd 5/ PD, 

2 wu Eee. \ 

r Pe — - x ( 

(30 ) vs m’ dn & dE / p, 
sr 1 1 dF, d® 
ze & dE dy 
i F d® dF 

h = = 6 ’ — 2.6 

a ) “ Y ‘7 N, dp 65 N dn r. 


Hier sind F, und F, Lösungen der Gleichung: 
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d 
dS 


d 
d 


| d 


| dF y’ 
30°) Fr | d e FR j u. “ 
(30°) 4 u” n, - +(m NE )F 0; 


nr kun. 
nn 


IE cd 


und in (30°) ist F, für —F, geschrieben, was der willkürlichen Constanten 
ın F, wegen gestattet ist. 

Wir haben ferner in (15.) B=0 zu setzen. Die Gleichungen (16.) 
nehmen dadurch folgende Form an: 







U BR. 
” Su” Ze io de ' 
v" d 2 dA 2 d$ R.. 
(31) r A— rh u. m er +mrA, 
d m’ 
u Vz 





Die Gleichung (17.) wird durch diese Gleichungen identisch erfüllt. Es 
sei $ durch die dritte Gleichung (31.) als Function von A angenommen. 
Die ersten beiden Gleichungen erhalten dadurch folgende Form: 


RE 
a ee A ken er, 
u rh det rh ” + (m’— „„)A =; d, 
A 
d m dA __d . 
rar ee Ko 


Dies sind dieselben Gleichungen wie (27.), nur ist B mit A, S mit n ver- 
tauscht. Daher gilt von denselben das von den Gleichungen (27.) Gesagte: 
Die zweite der Gleichungen wird identisch erfüllt, wenn man setzt 


wo &, 7, Funetionen von & resp. 7 sind; denn beide Seiten gehen dadurch 
über in 
Ws 
d’ 
in N; 
” dnd& 
Die Gleichungen (31.) liefern hiernach zwei Lösungen der Gleichungen 
(12.), welche aus (30°) und (30°) bei gleichzeitiger Vertauschung von 5 
mit 7, 5 mit n,, 7, mit &, # mit vo hervorgehen; diese Lösungen stellen 


daher keinen neuen Schwingungszustand des elastischen Körpers dar. 









A 
. 
A 
Ei. 
Pu 
4 
eo 
kr 

$ 
Br 





W 


pe 


b 


n 
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9. 


Wir haben nun zu untersuchen, für welche Rotationskörper das 
orthogonale Flächensystem 5, 7, g so beschaffen ist, dass aus (1.), (3.) und 
(4.) für r und A Ausdrücke von der Form: 


| 
S, 


erhalten werden, wo $, und 7, Functionen nur von & resp. n sind. 
Nach (4.) soll die Gleichung bestehen: 


2 e ; 
v \% ) ( ) 
welche durch (32.) löse in: 


& = - (4% 2) m +5, e ). 
1 dn, \? 1 /dE \? 
m: (1 an )) - 7a ), 


- 


4 Due 2 7 u To 


Hieraus folgt: 


wo die eine Seite der Gleichung nur von $, die andere nur von 7 abhängt. 
Daher zerfällt sie in die beiden Gleichungen: 
d& E (M ER 
33. —- = x, 1- ) = = 2m 
( ) de 2 F- de 
wo z eine Gonstante bezeichnet. 
Berücksichtigt man noch, dass nach (3.) die Gleichung 


d’r Bw; 0 

de mn 
also wegen (32.) die Gleichung 

FE... vo 


bestehen soll, so erhält man die Werthe: 
wenn zwischen den Constanten 5b,, b, und x die Beziehung besteht: 
(34) 1= (bi+b):”. 


Bestimmt man ferner aus dem Werthe, der sich aus (32.) für r ergiebt. 
nach (3.) x, so hat man: 


(35.) 


c ' ® \ “ \ 
r = e”*(b, c082n—+b,sinzn), — e**(b,coszn—b,sinzn)-+-e, 
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wo e eine beliebige Constante bezeichnet. Eliminirt man aus (35.) n, so 


erhält man in der xr-Ebene die Gleichung eines Kreises, dessen Radius von 
5 abhängt; eliminirt man dagegen 5, so ergiebt sich die Gleichung einer 
(seraden, deren Richtung von 7 abhängt. Lässt man die rx-Ebene sich 
um die z-Axe drehen, so beschreiben der Kreis und die Gerade für alle 
möglichen Werthe 5 und n Flächen, die mit den Meridianebenen die drei 
Schaaren orthogonaler Flächen einer Kugel darstellen. 

Daraus geht hervor, dass die im vorigen Paragraphen gewonnenen 
Werthsysteme (30°) und (30°.) nur allein für die Kugel gelten. Wir verglei- 
chen dieselben mit den Lösungen, die sich früher für die transversalen 
Schwingungen der Kugel ergeben haben, und setzen dazu 

zuhel us =Q, 
wodurch man aus (35.) erhält: 


(35°) r=ecosn, z=—esinn; 
ferner 
nie 2 ® | 
(39°.) s=e, N>=cosn, h= > 
Dadurch geht die Gleichung (29.), wenn noch 
e—=o 
gesetzt wird, über in: 
ER d?F 1 d a zäh * a 
(39°.) Fr COSNn 4 (m’— — nt, 
. do’ o’cosn dn dn 0" cos’n / 
Diese Gleichung zerfällt für 
F PER NRP:, 


wo N und P} Funetionen von E resp. von n bezeichnen, in die Gleichungen: 





ER + (m n(s+1) IN a. 0, 
Hp do 0“ 
(36.) 
h —— dP, ] v er 
cosn dm Er dn + (n(n+1)— cos? )P: =. 


Die Werthsysteme (30°) und (30°) nehmen nun folgende Gestalt bei Be- 
nutzung der Gleichung für N an: 








ie er) R Pı®, 
m 
9ma Er 1 AR, dP} ( 
(37°.) ee u D, 
1 AR, m IB. 
En m’ do F, dp: 





ui 
in 


sui 


un 
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- j 1 d 
(37°.) ws ver dr = —NR,cos7 PD. 


p dP; 
CO8SN dn 

Diese Lösungen stimmen genau mit denjenigen überein, die ich im 88. Bd. 
dieses Journals S. 144 für die transversalen Schwingungen der Kugel abgeleitet 


habe, wenn R in ,, ®%;,, w, durch R ersetzt wird, und wenn man 


m 
n(n-+1) 
bedenkt, dass nach den Ausdrücken (10.) für die Componenten, sowie nach 
Ss. 142 Bd. 88 die obigen Grössen «a, v, w mit den dort eingeführten 
Grössen &, n., & in der Beziehung stehen: 

u 

0 

Die Lösungen (37°) und (37°.) sind keine neuen Lösungen, sondern 

sie gehen aus (25°) und (25°) hervor durch Transformation der letzteren in 
Kugeleoordinaten, wie man leicht aus folgenden Formeln erkennt 


\- 


=>, ven, we=L. 





dxzF dF doF ‚dr ‚dr 
— nn —[tTlf —— —r —— — ), 
de "ar do ' 2 dE di dn 
A EA dF dF dF 
xF dn fr F de = 0 F . q z 7 de = dn 


und mit Rücksicht auf die Gleichung (25°) für F, die durch Transformation 
in (35°) übergeht. 


s 1. 
Öberflächenbedingungen. 

Im Vorhergehenden haben wir die unbestimmte Integration für die 
Schwingungen eines Rotationskörpers allgemein durchgeführt. Die Aus- 
drücke für die Componenten einer elastischen Verrückung ergeben sich aus 
(10.) in der allgemeinsten Form, wenn darin für «, e, w eine Uombination 
der erhaltenen Werthsysteme «,, ®;, w, eingesetzt wird. Wir fassen das 
Resultat unserer Untersuchung in den Satz zusammen: 

Die Integration des Systems partieller Differentialgleichungen für die 
elastischen Schwingungen der Rotationskörper ist zurückgeführt auf die Lö- 
sung einer Gleichung, die in ebenen Coordinaten lautet 

dF dF dF 

de? ' d! | dr 

und in den allgemeinen Coordinaten S, n, yp des Rotationskörpers 
a #1 EN ME 1 d’F 


EI raF = 0*), 
r& & | ) 


2 


r dan din ' r dp“ 








*) Dieser Gleichung genügen die obigen Producte F;®#. 
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wo r als Function von S und n durch die Gleichung (1.) 4 u 
c+ir = f($+in) B h 

gegeben ist. 5 
Es bleibt noch übrig, auf die Bestimmung der willkürlichen Con- 4 a 

stanten durch die Oberflächenbedingungen einzugehen. Wir setzen dazu E 
voraus, dass die Oberfläche des Rotationskörpers stetig sei, und dass die ' 
Scehaaren orthogonaler Flächen &, 7, p durch bestimmte Festsetzung über _ 
die Funetion f in Gleichung (1.) so gewählt seien, dass die Begrenzungs- i 
fläche des Körpers einer der Schaaren, z. B. derjenigen mit dem Parameter 1 
5 angehören möge. Dann sind die Constanten in den erhaltenen Lösungen i 


so zu bestimmen, dass die elastischen Druckkräfte, welehe auf ein Element | 
der Oberfläche wirken, für zwei gegebene Werthe des Parameters 5 ver- | fi 
schwinden. Denn nach einer früheren Bemerkung kann man bei Schwin- | 
gungsproblemen die auf die Oberfläche wirkenden äusseren Kräfte allge- 








11 
mein gleich Null annehmen. Die Oberflächenbedingungen lauten daher \ 
. dR dh 
A =49+2u (h —-— —R ) =), 
Ta d& dn 
’ dRh dR,h 
a u + —e)=0, 
(38.) din  d. 
R 
Te > 
m r ( < 
| ’E u\hr —t — —f=(, 
d£ r dp, 
Diesen Oberflächenbedingungen kann durch die longitudinalen Theile der v 
Uomponenten 
h do h do I do 
R = u er Mi R, = er L. R,, — 3 Zr vg L 
ed he . Tele rl! dp n 
und 
0 — ol, 
(ef. 10.) für keinen Rotationskörper ausser für die Kugel genügt werden, | 
da dazu, wie leicht einzusehen, die in o enthaltenen Constanten nicht aus- ; I 
reichen. Die Kugel dagegen kann in rein longitudinale Schwingungen ver- Z 
setzt werden und zwar verschieben sich dabei die einzelnen Kugeltheilchen 
auf ihren Radien. Man hat nämlich nach (35°) und (35°) für die Kugel 
E 1 
r=ecosan, h=— ; 
er | W 


und setzt man 
ReR,=0 








2 
“ 
2 
25 
= 
Br 
Et 
# 
Bi: 
3 
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und lässt ? nur von S abhängen, so gehen, weil auch A nur von 5 abhängt, 
was sonst nicht der Fall ist, die obigen Bedingungsgleichungen in die eine 
‘ dR 
,9+2ıuh — : 0 


dE 
über, der durch die Constanten in s genügt werden kann. 

Dagegen können die Oberflächenbedingungen durch die transversalen 
Theile allein, sowie durch Combinationen der longitudinalen und transver- 
salen Theile erfüllt werden, wie ich dies für die Kugel a. a. O. näher durch- 
eeführt habe. Auch für jeden andern Rotationskörper stehen der Bestimmung 
der Constanten keine prineipiellen Schwierigkeiten entgegen, sobald die Lö- 
sung der Gleichung 

IF+a’F = 0 
für den betreffenden Körper bekannt ist. 

Nach Erfüllung der Oberflächenbedingungen bleiben die Constanten 
ind, L und M (ef. 25 und VIID) willkürlich; sie finden nach bekannter 
Methode ihre Bestimmung dureh die Anfangsbedingungen. 

& ı1. 
Torsionssehwingungen. 

Besonders einfach gestalten sich die Formeln für die T'orsionsschwin- 

gungen. Man hat 


dR 
R=R= —-=0 
dp 
zu setzen. Dann folgt aus (10.) 
IS / Ö 
(39. RR, =w. mi 
b ) ” sın u 
mit der Oberflächenbedingung (ef. 38.) 
nn 
d— 
‘ A < Iso '- . 
(39*,) ——() für =a und i=b. 
\ / dE 


Den Werth für eo könnte man den Lösungen (25.) entnehmen, wo P = const. 
zu setzen ist *); doch anstatt denselben in die Variablen & und 7) umzusetzen, 


*) Man erhält aus (25°.), (25°.), (25°), (25) für w die Werthe: 
dF, dF dF 


wo =r —, 0 =re —t —r’ — 


dr . dr dx 

wo F, und F, Lösungen der Gleichung 
we ne ZA. ı Pr. 
. — +m’F = 0 


r dr dr dr‘ 
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ist es hier geeigneter, auf die ursprünglichen Gleichungen zurückzugehen. 


Ä ” | ah dıw f L_ 
Man erhält aus (12.) und (12”.), wo u=vp = ee” 0 zu setzen ist, für w 


die Gleichung: 


d 1 do d 
\ a Ber: <a ER 
I Eu +r & 


I do m? 


r dn r Be 0. 





Die weitere Rechnung möge für das verlängerte Rotationsellipsoid durch- 
geführt werden. Für dasselbe nimmt Gleichung (1.) die Form an: 


. C c C __inN 
c+r = (et ein), 


2 


wo durch 2e der Abstand der Brennpunkte bezeichnet wird. Hieraus folgt: 


este: 





= 0608n —, = CCO8NECOSES, 

a . 2 —e s Pr iR . .'i- 
(40°.) r = esnn —,— = —iesinnsinis, 

1 > . 2 . Y 0% 

„ = ec (sinn -sin?is). 

Hierdurch geht (40.) über in 
a Be 20 d 1 dw u u 
sindg —— ——c —— +80 — —— —— + mc (sinn —sınis)w = (0. 
d£ sinıE de dn sinn dn 


Setzt man nun 
(41.)., we SH, 


wo Z, H Funetionen von S resp. n bedeuten, so zerfällt die Gleichung für 


vo in die Gleichungen mit der willkürlichen Constanten 0: 


. .. d l dz / > u ) 0% \ — 
sinsE — —— — —_ (mesinis— O)Z = 0 
- d= sıni® ds \ i ) I 
i d | dH FT Te 
sinn) — — +{mM’esin’n—O)H = 0; 


dn sinn dn 


und diese Gleichungen gehen beide über in eine Gleichung von der Form: 


a2) A-) Hm )-N)F = 0, 


sind. Beide Werthe ®, und w, genügen der Gleichung (40.), wie man durch Trans- 
formation derselben in die Gleichung 
d 1 dw m d’w Im? 0 
N —— — „tm’w = 
A; dx 
erkennt. 
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wenn gesetzt wird 

e08i5 =Yy, COn=2. 
Die durch (42.) definirte Funetion F gehört zu den Cylinderfunetionen höherer 
Ordnung (ef. Heine, Kugelfunetionen I1.). 

Aus (39.) und (41.) erhält man für die T'orsionseomponente: 
(43) Ru, = 53H "VI mt; 
) sın u 

die Constanten in Z sowie m sind durch die Gleichung, die aus (39”.) her- 
vorgeht: 


d 


sin’i& din E , 
TE =(0) für E=a und &=b, 


D 


N 


die Constanten in F/ durch die Anfangsbedingungen zu bestimmen. Die 

Knotenflächen sind orthogonale Flächen, die den Wurzeln der Gleichungen 
s=V md H=0 

entsprechen; sie sind einerseits Ellipsoide, die durch Rotation der Schaar 

confocaler Ellipsen (ef. 40”.) 


x“ r’ ' 
BP Ki 0 7% He 
er) en) 
entstehen; andererseits Hyperboloide, die der Schaar eonfocaler Hyperbeln 
2’ pt 
I.” 5 1 
c’cos’N ce sın’n 
entsprechen. 
$ 12. 
Gleichgewicht der elastischen Rotationskörper. 
Wir schreiben zur Abkürzung 
R R. | 
a) 2er, &-Y vu 
L 


und setzen voraus, dass auf das Massenelement keine äusseren Kräfte wirken. 
Die Gleichungen (1.), (IL) und (IV.) gehen für 


em) 


F er F, na 5 un (). 


I 


> gern, ee beh, um (ef. (4.)) 
in folgende Gleichungen über, die zur Bestimmung von U, V, W dienen: 


26* 
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(45.) daB ; dß une do ds PR au BEER N: de a AB wi 1 do 
nei; dp ee ! dE ’ dE dp dn’ den De rh’ dp’ 
ann ıIiaU 1 r/., 1:08 0 
(4.9°.) - + 4 —— = — 

. , r r dy rh” dp A 
(ARPN gr _ UV __dW g_ IVO _ AU 1 Eu .. Je iM 
45.) d- de dn ” rd = dE Er: ei d£ 
/ur Abkürzung ist gesetzt 
4 +2 
(45°.), 0 = = Re; 


Wie früher, unterscheiden wir bei Integration dieser Gleichungen die beiden 
Fälle 

d=-0 und H>0, 
Ist #=0, so gehen die Gleichungen für das Gleichgewicht in die ent- 
sprechenden (12.) und (12°) für die Schwingungen über, wenn in (12.) und 
(12°) m = 0 gesetzt wird. Die Werthe für U, V, W lassen sich daher 


direet aus den Lösungen (25°), (25°.), (25°.), (25%) ableiten. Dazu setzen 
wir in denselben 
F, = G;,m', 


wo mit @, eine Function bezeichnet wird, die derselben Differentialgleichung 
wie F, genügt. Dann setzen wir m=0. Beachten wir noch den Satz: Ist 
F eine Lösung der Gleichung: 

1 d _dF u 


(46.) r dd ” de’ RE 





so genügt dieser Gleichung auch die Funetion 
deF  _dF 
de "a? 

dann werden die Lösungen, welche aus (25%) und (25°) hervorgehen, iden- 


tisch. Daher ergeben sich folgende drei Werthsysteme U, V, W: 














m) UGS 1-78 Mg 0-0; 
47) = a y,—& on W.=-r RB, 0=0; 
U, = (-°6, n + 1 
47 = (76-65) 
W, = ( aa _.r? Gr), "9-0, 
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Diese Werthsysteme genügen den Gleichungen (45.) und (45°), wenn @,, @,, 


@, Lösungen der Gleichung (46.) sind, die in den Coordinaten 


Il d z dF a 
dE de r _dn ; dn r*’h’ 


(48.) F=0. 





PD hat dieselbe Bedeutung wie oben (ef. (14.)). 


$ 13. 


5, n lautet: 


' 


Die Gleichungen (45.) und (45°) sind ferner zu integriren für # 0, 


Die Methode, die ich dabei befolge, ist die gleiche, wie die 


oben ange- 


wendete, um die Gleichungssysteme (12.) und (12°) für die Schwingungen 


aufzulösen. Man hat zu setzen: 


/ dl \ “ / dd ii 
BE 3 -0)8, V=( = H-P)®d, W=t 
(49.) 
ur n_0 g__50, 
r dy r dp 





4) S=rn( +) 


dp | 
dp’ 


wo £, P, 0 Funetionen von $ und n bezeichnen. Hierdurch werden zunächst 


die Gleichungen (45°.) identisch erfüllt. Wir setzen ferner 
(0) %= 9 


und erhalten aus (45.) und (45%) für # eine Gleichung, die 
übergeht in: 
1 d dr 1 d dt v’ 


en Een —— —T = VW): 
r ds d= r dn ’ dr rh’ 


(1.) 


und die Gleichungen (45.) und (45°) ergeben zur Bestimmung 
die Gleichungen: 








durch (50. 


von Cl, P, Q 


v° l ds dr 
— -. a4 — y“ . 
pP" 04 r dn > de 
a EEE , dt 
(52.) rn 
P 
d d Q r 
Bee WW. 
dn Me. Al 
’E90\ E..2 dd Il d dd ” . I drO I drP T 
92°) -t—+— —r -— ;[6 = — 
s r d& de r dn dn r’h r d r dn 


Um dies System partieller Differentialgleichungen auf ein System gewöhn- 


h’ 
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licher Differentialgleichungen überzuführen, setzen wir, ähnlich wie früher: 


ER ww , dr dr dr 
(93.) P=s u An’ = 5; din ja de 


Dann gehen die Gleichungen (52.), (51.) und (52°) durch Transformation 
in die Coordinaten r, x, p (ef. $ 6) in folgende über: 











v’ wm Tee; ‚ dr 
— —.$- —r—+ = 0 —, 
I! r dr dr  r drds dx 
v’ x Re ‚ dr 
2 — + + -—3 = —w —, 
(54.) r’ * " drdz ' de? dr 
$, 
d— 
ds, N 
——r = —Qw T;, 
| dx dı 
ü Li de dr v’ 
(4°) r ge Vo TE a ” r T . 0; 
x / r dr dr dx r’ 
r r y® 
(240 \ | d ü dl 4 d’l BE. 6; ds, l drs, ” 
DEM r dr ür de — dx r dr 


Trägt man den Werth für = aus der dritten Gleichung (54.) in die ersten 
beiden ein, so ergeben sich die Gleichungen: 


$, 
r R d— 
ds, _ d’s, v Er 
er —r— 4-9 = —2 
55.) r dr dr da’ lite d.r 
a a; Wi v’ 0 
I —_—— = -——. = 3 
r dı dr da’ ee 





Hieraus erkennt man, dass man bei Integration der Gleichungen (54.) die 
beiden Fälle zu unterscheiden hat: 
0 uch 

Setzt man daher 

s,=44+4, T=rıt, G=CH, 
so wird man als Lösungen der Gleichungen (54.), (54°.) und (54°.) erhalten 

)) eu; zer, Taf, sed 

D) Vor, zer, Sat) 5 
Wir lassen bei Bestimmung dieser Werthsysteme im Folgenden die oberen 
Indices weg. Es sei zunächst 


oO n 
= 9, 
Die Gleichungen (54.) und (54°) werden erfüllt durch: 
1 dG, 
= —t, 
wo de’ 


0, =, 


BR 
we 
R4 
Ei. 
jr 
2 





wa a a Eee 


SEHR ER 
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wenn G, der Gleichung (54°) genügt. Die Gleichung (54) geht dadureh 
über in: 


l d dd d’ v’. o—1 dG, 
MR Fiss. AUDE Epbaii. 6 = 
r dr dr dx’ m, w* dx 


Hieraus erhält man bei Vernachlässigung eines Werthes für £, welcher von 
G, unabhängig ist: 





Co w—1 y 
Se zreh 
Aus (49.) ergiebt sich nun mit kücksicht auf (53.) als vierte Lösung der 
Gleichungen (45.) und (45%): 
o—] dr@G ‚ dr /o’—1 drG ME 3 
U, at 6 > 1 - 4), f = \ 5,5 ie (7, — )P, 
BEN \ Zw d: dn 2 dn dE 
ac > w—-1 ‚„ dp l dG, 
W,= ‚ x, , #=—-— P. 
2w dp w° dx 
Es sei ferner 
SV. 
Die Gleichungen (55.) zeigen, dass den Gleichungen (54.) und (54°) ge- 


nügt wird durch: 

57.) 8 ==-20, „erg, = - ( — -r =_), 
wenn mit @, eine Lösung der Gleichung (54°) bezeichnet wird. Einmal 
werden hierdurch die Gleichungen (55.) identisch erfüllt; dann genügt der 
Werth für «= der Gleichung (54°) nach einer Bemerkung im vorigen Para- 
graphen. 


Die Gleichung (54°.) nimmt durch (57.) die Form an: 


“ 2% 2 —r 2 / Y y 
(97% l d r dc nr‘ d s ! A ar 1 “ ( dx@G, 20 dG,\ IG. 
N , r dr _ dr dx gen ww ı de dr / 


Das von @, abhängige Integral dieser Gleichung ist 
ua u 1—-w’ / dxG, .d@,\ “ FR 
(98. ze. -+r—2)—G,( de”), 
08.) t 2 Zu’ \ de dr’ °) 
wo die Integrationsconstante — 0 gesetzt werden kann. 
*) Ersetzt man @, durch 


dr 


G. = ' 
s dx 


was gestattet ist, wenn F derselben Gleichung wie @, genügt, so erhält & den Werth: 


RE ae IC 
nt Hr) 


IT 
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Aus (49.) folst nun als fünftes Werthssstem U, V., W: 
[es] e „ b) 


. dd dr dr ) ; d£ dr dr 
I = 4 - m - > Pe — — | 19 
/ng\ U | dE (a dn R d& )@ P, V; dn (2 d: ‚ dn )6; P, 
(99.) | 
h dp 1 /dxG. dG. 
: ec — — . 2 > ID 
„=: dp ' e a de y dr )®, 





wo für © der Werth (58.) zu setzen ist, und @, in den Coordinaten & und > 
der Gleichung (48.) genügt. 

Die erhaltenen Werthsysteme U,, V,, W, (47°), (47’.), (47°), (56.) 
und (59.) sind mit einander eombinirt in (44.) einzutragen, also ist zu setzen 
UÜ= U; 4 U; 2 U; - U, 1 U,, 
= r; + V,+ V;- V,- Y;. 

W = W, + W; En W; -W;,+MW.. 

Die allgemeinsten Ausdrücke für die Öomponenten werden dann durch drei- 
fache Summation gewonnen. Die Bestimmung der willkürlichen Constanten 
in den Funetionen @, und 2 durch die Oberflächenbedingungen ist aus- 
führbar, sobald die Lösung der Potentialgleichung, auf welche die Inte- 
gration der Gleichungen für das Gleichgewicht eines Rotationskörpers zurück- 
geführt wurde, bekannt ist. 

Es möge noch besonders bemerkt werden, dass man nach einem 
Satze in $ 12 in den erhaltenen fünf Werthsystemen jede Funetion @ durch 
dı@ dG 


in tr, Ersetzen kann, wodurch man fünf neue Werthsysteme U, V, 


W erhält. 


$ 14. 
Die Lameschen Lösungen für das Gleichgewicht der Kugel. 

Es bleibt noch übrig zu zeigen, dass die erhaltenen Lösungen für 
das Gleichgewicht eines hotationskörpers, auf die Kugel angewendet, die 
bekannten Lameschen Lösungen ergeben, und zwar werden dieselben aus 
(47°), (47°) und (59.) gewonnen, während die obigen Werthsysteme (47’.) 
und (56.) in neue Lösungen für die Kugel übergehen, die sich Lame nicht 
ergeben haben und nach seiner Methode der Integration der Elastieitäts- 
gleichungen nieht ergeben konnten. 

Für die Kugel hat man nach (35°) und (35°.): 

1 


r=0c087, z=-—osinn, h= po? 0=e; 
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hieraus 
dr dr . 
je > geosn, e tig —oSmn; 
u: dn  cosn de din sin? 
Ber u Beten 


Es ergeben zunächst die Lösungen (47°) und (47°) folgende Ausdrücke 
für die Componenten mit Rücksicht auf (44.): 


dG 1 dG | dep 
a = —ıg — Br . G 
(60°) R do PR oe dn pP, Ru DCosN 1 dp ' 
‚ l 1 IG. 
oe ee A 
n cosN dy dn 
G,;, genügt der Gleichung: 
d ,dG u dG v: 


(61.) - cos? (= U 


do 9 do cosn dn 


' dr cos’N 


und daher 
G,;, = (A4,0"+Bo")S;, 

wo mit A, und B, Constante und mit S; die Lösung der Gleiehung für die 
Zugeordneten der Kugelfunetionen (Heine Kugelfunetionen) bezeichnet werden. 

Um das dem Werthsystem (59.) entsprechende zu bilden, scheint es 
einfacher, anstatt den Ausdruck (58.) für © zu transformiren, auf die Glei- 
chung (57°) zurückzugehen. Diese erhält durch Transformation die ein- 
fachere Form: 


d „2 Br 2 d aaa dl gr \. 1— wow’ 02 do 906 
“ — C Bu y . 20 nr 
de S do i cosn dn an cos’n ” we do un 
während sich für # aus (59.) ergiebt 
doG, 
=, 
0° de 


G, genügt der Gleichung (61.). Daher kann man setzen 
w° ’ 
= (ae ae)S: 
e n—+-1 ı il u 


mit den willkürlichen Constanten a,, a. Hierdurch wird 


N 


= (a,0"+a,0”""")S,, 
und die linke Seite der Gleichung für { 
(n+1)(1—w?) — 2w° n+2 , n(1—w’) +2? 
( n-+1 a,0 + n d,0 
man hat daher zu setzen 
= (be +b,e"+)S5, 


Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 3. 
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und weil S; der Gleichung 1 
er ds” Pi 
cosn dn ON m Hat) ”, 


genügt, so wird die Gleichung für & erfüllt, wenn die Constanten b,, b, die 
Werthe erhalten: 


u. (n+1)(1—- w’)— 20° 


n(1—w’)+ 2w' 
An+1)2n+3) u u, 


Inn I) 
Ferner hat man 
ö ER. RE dr dr RR“ 
u ee De De ae 
Daher erhält man aus (59.) mit Rücksicht auf (44.) für die Componenten 
und ®: 


R (c,0" ’ +0”), D, R, = (b, o"*'"+b, es BD, 





(61.) 
a n +1 ! —nN S, dp n u “ 
R,., = (b,0""+b,0””) nt d = (a,0”"+a,0 )S"D, 


wo zur Abkürzung gesetzt ist: 
[fh IE, u .. an+2)1—w’)+2w? 
EN a Be 


w° (n—1)(1—w’)— 20’ 
= —b,(n—1)— — .- on) 


Die Lösungen (60°), (60°.) und (61.) gehen in die Zameschen über, 
wenn man go durch vr, 7 durch 9, durch w, $; durch P, w’ nach (45°.) 


At 2u R A+u m RaR ° 
dureh — ‚1-w durch — a ersetzt und für a,, a, zwei ÜUonstan- 
ten A, B einführt, nämlich 
u u 
d, = - P, = 7 - . 
 A+2u A, @ )+2u B 


Hamburg, den 20. März 1886. 








Ueber lineare Mannigfaltigkeiten projeetiver Ebenen- 
büschel und collinearer Bündel oder Räume. 1. 


(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i. E.) 


(Heichwie sich Punkte, Strahlen und Ebenen zu den sechs Grund- 
gebilden, d. h. zu Punktreihen, Strahlen- und Ebenenbüscheln, ebenen 
Feldern, Bündeln und räumlichen Systemen vereinigen lassen, ebenso können 
gleichartige projective Grundgebilde zu unendlichen linearen Mannigfaltig- 
keiten verschiedener Stufen zusammengefasst werden. Eine derartige »-fach 
unendliche Mannigfaltigkeit 





M,| ist durch beliebige »-+1 ihrer projectiven 
(Gebilde bestimmt, ähnlich wie eine Gerade durch zwei und eine Ebene 
durch drei ihrer Punkte; das Erzeugniss von je »+-1 ihrer Grundgebilde 
ist allemal das nämliche. Sie enthält alle linearen Mannigfaltigkeiten |M,,, 
IM;|, ..., |M,„_,|, welche durch je zwei, drei, ..., » ihrer Gebilde bestimmt 
sind, und beliebige i ihrer Mannigfaltigkeiten |M,_,| haben i. A. eine (n—i)- 
fach unendliche lineare Mannigfaltigkeit |M, _,| mit einander gemein. 

Schon bei den ersten Untersuchungen über die projeetive Erzeugung 
von Kegelschnitten, Regelschaaren und anderen Elementargebilden begegnen 
wir diesen Mannigfaltigkeiten projecetiver Grundgebilde. So bilden die pro- 
jeetiven Strahlenbüschel, welche paarweise einen gegebenen Kegelschnitt 
erzeugen, eine einfach unendliche, durch je zwei von ihnen bestimmte 
Mannigfaltigkeit |M,|; ebenso die &' projeetiven Punktreihen oder Ebenen- 
büschel, die irgend eine Regelschaar erzeugen. 

Nun ist sehr merkwürdig, dass die linearen Mannigfaltigkeiten pro- 
jeetiver Grundgebilde i. A. paarweise auftreten. Die beiden Mannigfaltig- 
keiten eines solchen Paares sind auf das innigste verbunden und bedingen 
sich wechselseitig, sodass jede von ihnen als „Träger“ oder „Stütze“ der 
anderen aufzufassen ist. Sie erzeugen beide im Wesentlichen das nämliche 
zebilde, wenn auch auf verschiedene Art; sie können, wenn sie gleichartig 
27* 
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sind, unter Umständen zusammenfallen. Ein Beispiel von zwei so zusammen- 
gehörigen Mannigfaltigkeiten bieten die beiden Schaaren projectiver Punkt- 
reihen, welche ein gegebenes einschaliges Hyperboloid erzeugen. — Ob- 
wohl zwei solche „sich stützende“ Mannigfaltigkeiten verschiedenartig und 
von ungleicher Mächtigkeit sein können, so ist doch ihre gegenseitige Ab- 
hängigkeit mit derjenigen eines Strahlen- und eines Ebenenbündels ver- 
gleichbar, die denselben Mittelpunkt haben; wenigstens insofern, als beide 
Bündel durch drei Ebenen des letzteren oder aber durch. drei Strahlen des 
ersteren völlig bestimmt sind. 

Mit dem systematischen Aufbau solcher sich stützender Mannigfaltig- 
keiten projeetiver Grundgebilde und der Erörterung ihrer gegenseitigen Be- 
ziehungen betreten wir ein fruchtbares, noch wenig angebautes Forschungs- 
gebiet. Allerdings gehören meine früheren Untersuchungen *) über kubische 
lkaumeurven und Flächen, tetraedrale Strahleneomplexe und Büschel col- 
linearer Räume, sowie diejenigen des Herrn Friedrich Schur **) über Netze 
und Gebüsche collinearer Felder, Bündel und Räume grossentheils zu diesem 
(rebiete: doch bilden sie nur einen Theil desselben und lassen sich nunmehr 
in einem sehr einfachen Zusammenhange darstellen. Auf die Theorie jener 
linearen Mannigfaltigkeiten führen wir diejenige ihrer eomplieirteren Er- 
zeugnisse zweiter, dritter und höherer Ordnung unmittelbar zurück. 

Auf dem Titelblatt seines leider unvollendeten, bahnbrechenden Haupt- 
werkes hat Jacob Steiner die „systematische Entwiekelung der Abhängig- 
keit geometrischer Gestalten von einander“ sich zur Aufgabe gestellt. Nun 
sind aber die Gebilde einer linearen Mannigfaltigkeit in einer besonders 
innigen und übersichtlichen Weise von einander abhängig; man denke nur 
beispielsweise an die wechselseitige Abhängigkeit der Punkte und Geraden 
einer Ebene oder der Strahlen und Ebenen eines Bündels. Die Zusammen- 
fassung projeetiver Grundgebilde zu linearen Mannigfaltigkeiten dürfte des- 
halb schon an sich und abgesehen von den höheren Gebilden, die sie er- 
zeugen, als ein weiterer Schritt nach dem hohen Ziele sich darstellen, 
welches der grosse Synthetiker mit jenen Worten der geometrischen For- 
schung gesteckt hat. 


*) Vgl. meine „Geometrie der Lage* II. und dieses Journal Bd. 74, 8. 1. 
**) S, dessen Habilitationsschrift, Math. Annalen, Bd. 18, S. 1. 
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1. Die projeetive Beziehung zweier Ebenenbüschel, deren Axen 
u, u, gegeben sind, hängt von drei Parametern ab oder kann auf x” Arten 
festgestellt werden; und da a, im Raume x* Lagen annehmen kann, so 
giebt es zu einem Ebenenbüschel &’ projeetive Ebenenbüschel. Die col- 
lineare Verwandtschaft von zwei Bündeln, deren Mittelpunkte S, S, gegeben 
sind, hängt von acht Parametern ab, und zudem kann $, im kaume x’ 


" eollineare Bündel. 


Lagen annehmen; zu dem Bündel S giebt es deshalb & 
Ebenso können zu einem Raume x" collineare Räume eonstruirt werden, 
denn die Collineation zweier Räume &, &, hängt von 15 Parametern ab. 
In der Gesammtheit |u,| der projectiven Ebenenbüschel werden wir 
lineare Mannigfaltigkeiten \w,|, ||. ..., |) von 1, 2, ..., 6 Dimensionen 
unterscheiden lernen und ihre merkwürdigsten Eigensehaften näher unter- 
suchen. Ebenso können wir in der Gesammtheit |S,,| der collinearen Bün- 
del unendlich viele lineare Mannigfaltigkeiten |S,|, |8,|, .... |S,.| erster bis 
zehnter Stufe aufstellen; und in der Gesammtheit |.) der collinearen 


käume giebt es lineare Mannigfaltigkeiten |, |, |; 
14 Dimensionen. 


> I » 
0.4 || von 1, 2, 





Der Erörterung dieser verschiedenartigen Mannigfaltigkeiten, denen 
sich noch andere anreihen werden, schicke ich folgende Bemerkung voraus: 
„von zwei unendlichen linearen Mannigfaltiekeiten projectiver 
Grundgebilde sage ich, sie fragen oder stützen sich oder ruhen auf 
einander, wenn die Grundgebilde einer jeden von ihnen aus homo- 

logen Elementen der Grundgebilde der anderen bestehen.“ 

Jede der beiden sich stützenden Mannigfaltigkeiten*) ist hiernach 
auf die Grundgebilde der anderen eindeutig oder, wie wir saren dürfen. 
projectiv bezogen, indem ihre Gebilde mit einem beliebigen Grundgebilde 
dieser anderen Mannigfaltigkeit je ein ihnen entsprechendes Element gemein 


haben. 


$ 1. 
Schaaren |u,| prejectiver Ebenenbüschel. 
2. Die beiden Regelschaaren einer Regelfläche F’ zweiter Ordnung 
werden durch je eine „Schaar“ von x' projeetiven Ebenenbüscheln erzeugt, 
deren Axen die jeweilig andere Regelschaar bilden. Diese beiden Schaaren 


*) Herr Schur nennt dieselben gelegentlich „conjugirt“. 
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projecetiver Ebenenbüschel stützen sich; denn die Büschel einer jeden von 
ihnen bestehen aus homologen Ebenen der »' Büschel der anderen. Durch 
zwei projeetive Ebenenbüschel a, «, sind zwei sich stützende Büschel- 
schaaren bestimmt, von denen die eine, (wu,) oder |a,|, jene beiden’ Büschel 
verbindet. Dieselben Schaaren sind durch je zwei ihrer projeetiven Büschel 
bestimmt. Sie hängen i. A. von neun Parametern ab, wie die von ihnen er- 
zeugte „Ordnungsfläche“ F’, der Ort ihrer Axen. 

3. Wenn die Axen von x und x, sich schneiden, so wird die 
Ördnungsfläche F’ i. A. ein Kegel zweiter Ordnung, die beiden Schaaren 
fallen zusammen und hängen von acht Parametern ab. Haben jedoch « und 
u, eine Ebene p entsprechend gemein und damit perspective Lage, so bilden 
die Axen der beiden Schaaren zwei concentrische Strahlenbüschel in ver- 
schiedenen Ebenen und w, und F° zerfällt in g und w. Von diesen 
beiden Schaaren perspeetiver Ebenenbüschel, welche von sieben Parametern 
abhängen, redueirt sich je ein Büschel auf eine der Ebenen Y, w, seine 
Axe wird eine unbestimmte Gerade der Ebene und seine projeetive Be- 
ziehung zu den übrigen Ebenenbüscheln der betreffenden Schaar ist eine 
ausgeartete. 

Wenn a und u, dieselbe Axe haben, so fallen die beiden Schaaren 
zusammen und bestehen aus coaxialen Büscheln, welche i. A. zwei Ebenen 
entsprechend gemein haben. Sie heissen in diesem Falle „singuläre“ 
Schaaren und hängen von sechs Parametern ab. Je zwei ihrer Büschel 
redueiren sich auf jene beiden „Doppel-Ebenen“. 


$ 2. 
Die lineare Congruenz |u, | projeetiver Ebenenbüschel und die Reihe |S,| collinearer Bündel. 

4. Andere sich stützende lineare Mannigfaltigkeiten projectiver 
Grundgebilde sind durch drei oder mehr projective Ebenenbüschel oder 
durch zwei oder mehr collineare Bündel oder Räume bestimmt. Drei pro- 
jeetive Ebenenbüschel x, «,, «, die nicht derselben Schaar angehören, be- 
stimmen eine sie enthaltende „lineare Oongruenz“ (uu,w,) oder |w,| pro- 
jeetiver Ebenenbüschel. Zu derselben rechnen wir die Schaar (w«,) oder 
|a,|, sowie die x’ Büschel der &' Schaaren, welche a, mit den ©’ Büscheln 
von |z,| bestimmt. 

Die x” Büschel dieser Gongruenz |w,| erzeugen zu dreien alle die- 
selbe kubische Raumeurve ec, wie x, a, und z,; denn ihre homologen 











Ebenen schneiden sich in je einem Punkte S von e' (vgl. 2., 4.) 


»0' Ebenenbündel S. 


Büscheln &' Flächen zweiter Ordnung, welche in e 
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und bilden 


Jeder Büschel von || erzeugt mit den übrigen 


3 


und der Axe jenes 


Büschels sich schneiden; daraus folgt, dass die Axen der ®’ Büschel von 


Is] Sehnen von e’ sind. 


schen Raumeurve ce’ aus den Punkten $S, S,, 8,;, 


dieser Curv 


® 


Nun wird aber die Sehnencongruenz einer kubi- 


dureh 


collineare Ebenenbündel projieirt*); die homologen Ebenen der x’ Büschel 


von |«,| bilden also eine „Reihe“ (SS,) oder |S,| von x’ 


deln S, S,, ...**). 


eollinearen 


Jüin- 


Durch je zwei dieser Bündel wird die Sehneneongruenz 


erster Ordnung dritter Klasse von ce’ und zugleich diese Raumeurve erzeugt: 


durch sie ist also auch die Büscheleongruenz |«,| völlig bestimmt. 


Wir nennen ce’ die „Ordnungseurve“ der Congruenz |w| und der 
'S,| und 
wird aus ihren Sehnen durch die projeetiven Ebenenbüschel von |«,| projieirt. 


Bündelreihe |S, |. 


Sie enthält die Mittelpunkte aller Bündel von 


5. Die lineare Gongruenz || der x” projeetiven Ebenenbüschel 


und die Reihe |S,| der x 


1 


eollinearen Bündel 


ruhen 


auf einander: 


denn 


diese Bündel bestehen aus homologen Ebenen jener Büschel und umgekehrt 


letztere aus homologen Ebenen der ersteren. 


Durch diese Ebenen 


ist die 


Congruenz auf jeden Bündel der Reihe und ebenso die Reihe auf jeden 
Büschel der Congruenz projectiv bezogen (1.). 


Beide Mannigfaltigkeiten 
sind nebst ihrer kubischen Ordnungseurve c’ ebensowohl durch irgend zwei 


collineare Bündel der Reihe |S,| wie durch beliebige drei projeetive Büschel 


der Congruenz |a,| bestimmt, und hängen dem 


von zwölf Parametern ab. 


Den x” Ebenenbüscheln eines beliebigen 


(r 
> 


emäss 


jündels 
sprechen x’ Büschelschaaren |z,| der Congruenz |w,|. 


ebenso wie 


von 
Letztere 


e 


Sı 
Ir | 


1. A. 


ent- 
enthält 


demgemäss jede durch zwei ihrer Büschel bestimmte Schaar, und je zwei 


ihrer »o° Schaaren haben allemal einen Büschel gemein. 


eurve ce’ schneiden sich die &°” Ordnungsflächen F’ 


von |#,| (4.). 


ag! 


In der Ordnungs- 


der Büschelschaaren 


Durch jeden Punkt S von e’ gehen ®' Axen von |w,| und 
homologe Strahlen der Bündel von |S,|; dieselben liegen auf einem 


*) Vel. meine „Geometrie der Lage“ Il.. 2. Aufl. S. 90 und dieses Journal. 


Bd. 74, 8. 4. 


**) Herr Schur nennt a.a. 0. diese Mannigfaltigkeit einen „Büschel“ collineareı 


Ebenenbündel. 
der Bündel eine kubische 


Punktreihe 


gruenz“ anstatt „Netz“ projectiver Büschel. 


bilden: 


aus 


Gründen 


saye 


ich 


Ich ziehe den Namen „Reihe“ schon deshalb vor, weil die Mittelpunkte 
ähnlichen 


„Uon- 
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Kegel zweiter Ordnung, welcher ec’ aus S projieirt, durch homologe Ebenen- 
büschel dieser Bündel erzeugt wird und zu den Ordnungsflächen F? gehört. 

6. Die Specialfälle von |w.| und |S,| sind für die nachfolgenden 
linearen Mannigfaltigkeiten von besonderer Wichtigkeit. Wenn von den 
projeetiven Ebenenbüscheln «, «,, drei homologe Ebenen in einer 
Geraden g sich sehneiden, so zerfällt die Ordnungsceurve ec’ in g und einen 
Kegelschnitt ce’, welcher mit g einen Punkt $, gemein hat. Zugleich bilden 
die Axen der Congruenz |w,| eine Strahleneongruenz erster Ordnung zweiter 
Klasse, indem sie die Punkte von g mit denen von ec’ verbinden. Aus ihnen 
wird e dureh die projeetiven Büschel von |#,| projieirt, indessen sie selbst 
aus den Punkten von e’ durch die collinearen Bündel der Reihe |S,| pro- 
jieirt werden *). Diese Bündel haben die Ebene p von ec’ entsprechend ge- 
mein; nach jedem Punkte von ec’ und g senden sie homologe Strahlen, und 
einer $, von ihnen redueirt sich auf den Ebenenbüschel g. Einer beliebigen 
Ebene e von g entsprechen in jedem der übrigen Bündel von |S,| »' Ebenen; 
dieselben schneiden & in einem Punkte von ce. 








Zwei collineare Bündel bestimmen eine solche specielle Reihe, wenn 
sie eine Ebene g entsprechend gemein haben. Ihre in g liegenden homo- 
logen Strahlenbüschel erzeugen den Kegelschnitt ce’; und je zwei homologe 
Ebenenbüschel, deren Axen in liegen, erzeugen einen Strahlenbüschel, 
dessen Ebene durch g geht. Ein Büschel von |x,| redueirt sich auf die 


Ebene y. In diesem Speeialfalle hängen |w,| und |S,| von elf Parametern ab. 
6a. Schneiden sich die homologen Ebenen von x, a, und «, in je 
einem Punkte einer Geraden v, so enthält diese die Mittelpunkte der 


collinearen Bündel von |S, 








. Die Ordnungseurve ec’ zerfällt alsdann in ® 
und zwei mit © incidente, reelle oder conjugirt-imaginäre Gerade g, h, welche 
auch sich vereinigen können; die ©” Axen von |w,| aber schneiden g und h und 
bilden demnach eine lineare Strahlen-Congruenz; aus ihnen wird die Punkt- 
reihe » durch die projeetiven Büschel von |a,| projieirt. Die Bündel von |S$,;| 
haben die Gerade vo sowie die Ebenen eg und oh entsprechend gemein; zwei 
von ihnen arten aus in die Ebenenbüschel g und A. Auf die Ebenen eg und 
oh redueiren sich zwei Büschel von |w,|, und die Gerade » ist Axe einer sin- 
gulären Schaar von |w|. Die Congruenz |a,| ist durch diese Schaar ve und 
einen ihrer übrigen Büschel bestimmt, und hängt von 10 Parametern ab. 





*) Vgl. meine „Geometrie der Lage“ II., 2. Aufl. S. 86. 
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6b. Wenn die drei Axen von a, a, und z, durch einen Punkt D 
eehen, so bilden die Axen der Congruenz |») den Strahlenbündel D, die 
Reihe |S, 


Die ©” Ordnungsflächen F’ sind Kegel mit dem Centrum D, und die Ord- 


aber besteht aus »o! eollinearen. mit D eoneentrisehen Bündeln. 





nungseurve ec’, in welcher sie sich begegnen, zerfällt in drei Strahlen d von 
D, von denen zwei imaginär sein können. In jedem dieser Strahlen d 
schneiden sieh homologe Ebenen von », a, und allen übrigen Büscheln 
der Congruenz |w,| 
Ebenenbüschel mit den Axen d. Jeder der drei Strahlen d ist Axe einer 


; drei Bündel der Reihe |S,| redueiren sich folglich auf 





singulären Büschelschaar von |w| und einer darauf ruhenden Schaar homo- 


loger Ebenenbüschel der x’ 


Bündel von |S,| (vgl. 3.). Die collinearen 
jündel der Reihe |S,| haben demnach die drei „Ordnungsstrahlen“ d und 
deren drei Verbindungsebenen entsprechend gemein; auf diese drei Ebenen 
redueiren sich drei Büschel von |. In diesem Speeialfalle hängen |” 


und 





S,| von neun Parametern ab. — Wenn jedoch die Büschel von «, zu 
einem Strahlenbüschel von D perspectiv liegen, so hängen =, und 8, nur 
von dessen fünf Parametern ab: zugleich redueiren sich die »o' Bündel von 
1S,| auf Ebenenbüschel, deren Axen den Strahlenbüschel bilden. 

Ge. Die Reihe |S,| besteht, wenn », a, und «, eine Ebene g ent- 
sprechend gemein haben, aus perspeetiven Bündeln mit der Collineations- 
ebene y: zugleich wird p der Ort der Axen aller Büschel von ||. Die 
Büschel von |) erzeugen nämlich paarweise Strahlenbüschel (3.) und fole- 
lich zu dreien eine Gerade w, den Ort der Mittelpunkte jener perspeetiven 
jündel; sie liegen alle zu w perspeetiv und haben die Ebene p entprechend 
vemein. Ein Bündel von 





S,| redueirt sich auf die Ebene p; auf jede Ebene 
von « redueirt sich ein Büschel der Congruenz \w,|, welche von sieben 
Parametern abhängt. 

6d. Haben die Büschel x, «,, =, dieselbe Axe a, so besteht die 
Congruenz ia,| aus coaxialen Büschein, und möge eine „singuläre" Con- 
gruenz heissen; die Bündel der Reihe |S,|; aber redueiren sich alle auf 
KEbenenbüschel mit der Axe « und enthalten die Ebenen von a je »'mal. 


$ 3. 
Der lineare Complex |u;| projeetiver Ebenenbüschel und der Büschel |, | collinearer Räum 
7. Vier projeetive Ebenenbüschel z, «,, #,, #,, die nicht derselben 
linearen Uongruenz angehören, bestimmen einen sie enthaltenden „linearen 
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Complex“ (uw, au) oder |w,| projeetiver Ebenenbüschel. Zu demselben 
rechnen wir die lineare Congruenz (au,a,) oder w,|, sowie die »* Büschel 
der &” Sehaaren. welche x, mit den » Büscheln von |a,| bestimmt. Der 
Complex |,| enthält auch die »* linearen Congruenzen, welche «, mit den 
x° Schaaren der Öongruenz |w,| verbinden (vgl. 4.), und folglich (5.) jede 
durch zwei seiner Büschel gehende Schaar, also auch jede durch drei seiner 
Büschel bestimmte Congruenz. Er ist durch je vier seiner projeetiven 
Büschel, die keiner linearen Congruenz angehören, ebenso bestimmt, wie 
durch a, a, a, und «,, und seine &° Büschel bilden x° lineare Congruenzen 
und oc’ Schaaren. 

8. Die homologen Ebenen der x?’ projeetiven Büschel von |a;| 


bilden x’ räumliche Ebenensysteme oder Räume 38, 3, ..., auf welche 


’ 
der Complex |w;| eindeutig bezogen ist. Zu jedem Büschel # von || ge- 
hört nämlich eine Ebene & oder &, von Z resp. &,. Diese Ebene nun 
dreht sich um eine Axe resp. einen Punkt, wenn « in dem Complexe la; | 
eine Büschelschaar resp. eine lineare Congruenz beschreibt (2., 4.). Da 
auch das Umgekehrte gilt, so entspricht jeder Ebene & von & eine Ebene e; 
von >, und jedem Ebenenbüschel oder Bündel von F& ein solcher von 3; 
kurz, die Räume 8, 3, ... sind collinear. 

Der lineare Complex |a,! ruht also auf einem „Büschel eollinearer 
Räume“, einem „Raumbüschel“ (F>3,) oder |3,|. Die homologen Ebenen 
der »x' Räume von |S,| bilden je einen Büschel von |w,|, während die 
homologen Ebenen der o° Büschel von || je einen Raum des Raum- 
büschels |3,| bilden. Die x’ linearen Büscheleongruenzen von |a,| stützen 
sich auf die x° Reihen homologer Bündel der eollinearen käume 38, 3... 
und erzeugen x’ projeetive kubische „Ordnungseurven“ ec’ von |a,) und |, |, 





deren homologe Punkte zu je einem der Räume gehören. Je zwei Räume 
von || erzeugen die nämlichen x” Ordnungseurven mittelst ihrer homo- 


3 


logen Bündel (4.); sie bestimmen damit zugleich die &* linearen Üon- 


gruenzen von |a,) und überhaupt diesen ganzen Complex. Homologe Punkte 
der &' Räume von || liegen auf je einer kubischen Ordnungscurve ce; 
homologe Gerade derselben liegen i. A. in einer Regelschaar, und nur dann, 
wenn sie sich schneiden, auf einem Kegel zweiter Ordnung (vergl. 2., 3.). 

9. Der lineare Complex |a;| projeetiver Ebenenbüschel und der ihn 
stützende Raumbüschel |$,| sind demnach ebensowohl durch je zwei eolline- 


are Räume 3, I$, des letzteren wie durch beliebige vier projeetive Büschel 
b) oO 
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des ersteren bestimmt. Sie hängen i. A. von 13 Parametern ab (vgl. 1.). weil 
jeder der Räume & und $&, mit oo! anderen in |8,| vertauscht werden kann. 

In den Axen der x* Büschel von |a,| schneiden sich je zwei homo- 
loge Ebenen von Z und &,. Da nun durch einen beliebigen Punkt P zwei 
Büschel homologer Ebenen von F und F&, gehen, welche einen Kegel P’ 
zweiter Ordnung erzeugen, so bilden die x’ Axen von |=,| einen quadrati- 
schen Strahleneomplex 7”. Derselbe besteht aus den Sehnittlinien homo- 
loger Ebenen der eollinearen Räume, folglich auch aus den Strahlen von 
>, welche ihre homologen Strahlen von F&, schneiden, und i. A. zugleich 
aus den Verbindungslinien homologer Punkte von & und &,. Die x' in 
einer Ebene liegenden Strahlen dieses Complexes /” werden durch homo- 
loge Punktreihen der Räume erzeugt und umhüllen i. A. einen Kegelschnitt. 

Durch den Strahleneomplex /” ist der lineare Büscheleomplex |;| 
und die projeetive Beziehung seiner 0° Ebenenbüschel, also auch der Raum- 
büschel |3,| i. A. völlig bestimmt. Denn die Strahlen von 7” sind die 
Axen der Büschel von |w,|, je zwei dieser Büschel aber erzeugen. wenn 
ihre Axen sich schneiden, den Complexkegel P’ des Schnittpunktes P, wo- 
durch i. A. ihre projeetive Beziehung bestimmt ist; mittelst der übrigen 
x” Kegel von /” gelangt man ebenso zu der projeetiven Beziehung aller 
Büschel von a,!. 

Zu dem quadratischen Complexe /” gehören die Sehnen der »° ku- 
bischen Ordnungseurven e’ (8., 4.). 

10. Den Büscheln, Büschelschaaren und linearen Congruenzen des 
Complexes |»,| entsprechen in jedem der eollinearen Räume von |F,| dessen 
Ebenen, Ebenenbüschel resp. -Bündel. Zwei lineare Congruenzen von |a, 
haben demgemäss allemal eine Schaar projeetiver Büschel gemein, deren 
Axen durch homologe Ebenenbüschel der eollinearen Räume erzengt werden 
und eine Schaar gemeinsamer Sehnen der zugehörigen beiden Ordnungs- 
eurven bilden. Zwei beliebige kubische Ordnungseurven e’ des CUomplexes 
können demnach durch eine geradlinige Fläche zweiter Ordnung verbunden 
werden und haben x! Gerade derselben zu gemeinsamen Sehnen. Eine 
lineare Congruenz und eine Schaar oder drei lineare Congruenzen des Üom- 
plexes |»,|! haben allemal einen Ebenenbüschel gemein. 

11. Die kubischen Kaumeurven, welche vier beliebige projective 
Büschel des linearen Complexes |z,| zu dreien mit einander erzeugen, haben 
bekanntlich i. A. vier reelle oder imaginäre Punkte gemein, in denen je 


28* 
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vier homologe Ebenen der Büschel sich schneiden. In diesen vier „Haupt- 
punkten‘‘ des Complexes || und des ihn stützenden Raumbüschels |S,| 
schneiden sich homologe Ebenen aller Büschel von |w| (2., 4., 7.). durch 
sie gehen folglich die &° Ordnungseurven ec’ und die »* Ordnungsflächen F’ 
aller linearen Uongruenzen und Schaaren von ja). Vier „singuläre® Räume 
von 3)! redueiren sich auf die Ebenenbündel der vier Hauptpunkte und 
haben je einen derselben zum Mittel- oder „Doppelpunkte“; ihre Collineation 
zu jedem der übrigen Räume von |3,| ist eine ausgeartete. 

Durch jeden Hauptpunkt D gehen die Axen von ” Büscheln des 
Complexes |z,|. Diese Büschel bilden eine specielle lineare Congruenz (6b.), 
den Träger einer Reihe concentrischer Bündel D, die einander in den col- 
linearen Räumen von || entsprechen (vgl. 8.). Die »' eollinearen Räume 
von |&,| haben demnach jeden Hauptpunkt entsprechend gemein, und damit 
zugleich die sechs Kanten und vier Ebenen des von den vier Hauptpunkten 
rebildeten „Haupttetraeders‘‘. Auf jede der vier „Hauptebenen‘ redueirt 
sich ein Büschel von |a,|; als Axe desselben kann jede Gerade der Ebene 
betrachtet werden (vgl. 3.). 

12. Der quadratische Strahleneomplex /” der Axen von |a,| enthält 
alle Strahlen der vier Hauptpunkte und der vier Hauptebenen, seine &’ 
Kegel sind wie die übrigen oo* Ordnungsflächen F? und wie die ©’ kubi- 


> 
> 


schen Ordnungseurven e’' dem Haupttetraeder umschrieben, und aus seinen 
Strahlen werden die vier Hauptpunkte durch projective, zu || gehörige 
Ebenenbüschel projieirt (11... Die oo® Complexkegelschnitte (9.) werden 
von den vier Hauptebenen berührt. Jede Kante des Haupttetraeders ist Axe 
einer singulären Schaar des Complexes |; 





; jede der &’ projeetiven Ord- 
nungsceurven von |%; 





wird aus ihr durch einen Büschel dieser Schaar pro- 
jieirt. Der „tetraedrale“ Strahlencomplex /” hat demnach die sechs Kanten 
des Haupttetraeders zu Doppelstrahlen. Drei beliebige Strahlen s, s,, 8 
von 7” sind Sehnen einer durch sie bestimmten Ordnungseurve ce’; dieselbe 
wird durch die drei Büschel von |a,| erzeugt, welche s, s, und s, zu Axen 
haben, und geht, wenn s von s, und s, geschnitten wird, durch die beiden 
Sehnittpunkte. Zwei Punkte eines beliebigen Strahles s von /” können 
deshalb allemal durch eine kubische Ordnungseurve ce’ verbunden werden. 

Von den x’ Ordnungsceurven ce’ zerfallen &° in Kegelschnitte durch 
drei Hauptpunkte und je einen Strahl g des vierten (vgl. 6.), ferner »' in 
Je eine Kante © des Haupttetraeders und in zwei mit vo ineidente Strahlen 
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der ausserhalb » gelegenen beiden Hauptpunkte (6a.). Der tetraedrale 
Strahleneomplex /"” enthält demgemäss i. A. sechs Schaaren linearer Strahlen- 
congruenzen. 

13. Die wichtigsten Specialfälle des linearen Uomplexes |w,| pro- 
jeetiver Ebenenbüschel und des Raumbüschels |$,| sind folgende. 

Wenn vier homologe Ebenen der projeetiven Büschel «, «,, «,, «, 
in einer Geraden g sich schneiden, so zerfallen (6.) die ©’ Ordnungseurven 
ce’ des Complexes |«, 





in g und je einen Kegelschnitt e’; weil sie aber paar- 
weise durch Flächen zweiter Ordnung verbunden werden können (10.), so 
haben diese Kegelschnitte i. A. zwei Hauptpunkte A, B gemein. In A, B 
und g schneiden sich homologe Ebenen der >’ Büschel von |#,|, und durch 
A und B gehen die &°* Ordnungskegelschnitte ec. Auf jede der &' Ebenen 
dieser e’ redueirt sich (6.) ein Büschel von |a,|. 

Die collinearen Räume von |$,) haben die Hauptpunkte A, B sowie 
alle Punkte von g und alle Ebenen der Geraden AB entsprechend gemein; 
zwei von ihnen reduciren sich auf die Bündel A, B, und ein dritter auf 
den Ebenenbüschel g. Die oo’ Büschel von |w,|, deren Axen in einer be- 
liebigen Ebene x von g liegen, erzeugen zu dreien die Gerade AB (6e.). 
Zwei collineare Räume bestimmen einen solchen speciellen Raumbüschel 
'>,|, wenn sie eine Punktreihe g oder einen Ebenenbüschel AB entsprechend 
gemein haben. Die Axen der oo’ Büschel von |a,| bilden die speciellen 
Complexe der mit g oder AB ineidenten Geraden, und jede durch g, A und B 
gehende Fläche zweiter Ordnung ist Ordnungsfläche einer Schaar von u, . 

In diesem Falle hängen ja) und |&,| von zehn Parametern ab. 

13a. Schneiden sich die homologen Ebenen von #, «,, ©, und «, 

in je einem Punkte einer Geraden v®, so redueiren sich alle Räume von 


>,; auf kbenenbündel, deren Mittelpunkte in ® liegen. Die &’ Ordnungs- 


eurven ec’ zerfallen in o und je zwei mit v incidente Gerade, die oo’ Büschel 
von /#,| liegen alle zu der Punktreihe © perspectiv (Ga.),. und e ist die Axe 
einer singulären Congruenz von |a;| (vgl. 6d.). Die Axen der oo’ Büschel 
von |a,, bilden einen durch ® und die vier Axen von #, %,, %, a, bestimm- 
ten, linearen Strahlenceomplex; bezüglich desselben sind je zwei Gerade g, 
h, die mit » zusammen eine kubische Ordnungseurve e' bilden, einander 
zugeordnet. Die oo* Ordnungsflächen F? gehen alle durch vo und je eine 
I\egelschaar des linearen Strahleneomplexes. — Dieser specielle Complex 


'u,) hängt von acht Parametern ab. 
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13b. Wenn die vier Axen der projeetiven Büschel x, ,, %, «, und 
folglich alle Axen von a, durch einen Punkt D gehen, so besteht der 
lineare Complex =, aus oo’ singulären Schaaren, welche die Strahlen von 
D zu Axen haben; die »' eollinearen Räume von 8, aber redueiren sich 
alle auf Ebenenbündel mit dem Centrum D. Die 0° linearen Congruenzen 
von , ruhen auf je einer Reihe eoncentrischer eollinearer Bündel D, und 
ihre Ordnungseurven e’ zerfallen in je drei Strahlen d, die Axen von drei 
singulären Schaaren der betreffenden Congruenz (65.). Die ©’ Strahlen- 
tripel 3d dieser Congruenzen liegen zu zweien auf Kegeln zweiter Ordnung, 
welche je oo' Strahlentripeln umschrieben sind, und von je einer, den zuge- 
hörigen Uongruenzen gemeinsamen Schaar die Ordnungsflächen sind. Die 
Ebenentripel der ©’ Strahlentripel umhüllen, wie sich später (43.) ergeben 
wird, einen Kegel zweiter Klasse, den „Hauptkegel“ von =, ;; auf jede ihrer 
Ebenen redueirt sieh (66.) ein Büschel von '#,. Auch dieser Complex u; 
hängt von acht Parametern ab, falls nicht der Kegel in zwei Gerade ausartet. 

13c. Der Raumbüschel 8, besteht, wenn «x, »,. ®,. a, eine Ebene 


yp entsprechend gemein haben, aus &' 


perspecetiven Räumen mit der Col- 
lineationsebene p; zugleich wird der Ort der Axen aller Büschel von 
a, (vel. 3.). Nämlich die linearen Congruenzen des Complexes x, stützen 
sich auf je eine Reihe perspectiver Bündel (6e.), die zur Üollineations- 
ebene haben und in den Räumen von 3, einander entsprechen; die Ge- 
raden w»» aber, welche die Mittelpunkte der Bündel dieser Reihen enthalten 
(6e.), gehen alle durch das „Collineationscentrum“ C, in welehem homologe 
Ebenen von u, %, %, a und den übrigen Büscheln von 'z,, sich schneiden. 
Ein Raum von $, redueirt sich auf den Bündel C, ein anderer auf die Ebene g. 
Jede Gerade von g ist Axe einer singulären Schaar von a, ; auf g und auf 
jede Ebene von € vedueirt sich ein Büschel des linearen Complexes ia, 
(vel. 6e.). — Da &,| und '@| durch das Centrum und die Ebene der Col- 
lineation bestimmt sind, so hängen sie von sechs Parametern ab. 

13d. Haben & und &, und damit alle collinearen Räume von (FR, 
oder 8, die Strahlen einer linearen Strahlencongruenz entsprechend ge- 
mein, so zerfallen die kubischen Ordnungseurven e’ in je einen Strahl und 
die beiden reellen oder imaginären Leitgeraden g, A dieser Üongruenz 
(vgl. ba.). Die eollinearen Räume haben alsdann auch alle Punkte und 
Ebenen von g und h entsprechend gemein; der auf 3, ruhende Complex 
a, aber besteht aus >’ singulären Büschelschaaren, welche die 0° Strahlen 
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jener Congruenz zu Axen haben. In g und A schneiden sich homologe 
Ebenen aller Büschel von a, , und zwei Räume von |, redueiren sich 
auf die Ebenenbüschel g und Ak, indem sie deren Ebenen je mal ent- 
halten. — Da 3, und 'w durch die beiden Geraden g und Ah bestimmt 
sind, so hängen sie von acht Parametern ab. 

l13e. Haben die vier Büschel «, «,, %, a, dieselbe Axe a, so be- 
steht der Complex 'u,) aus den oo’ projeetiven Ebenenbüscheln, die a zur 
Axe haben, die Räume von 2, aber redueiren sich alle auf Ebenenbüschel 
mit der Axe a. 


Ss 4. 
Netze |S,| eollinearer Bündel. 
14. Drei eollineare Bündel S, S,. S,, die nicht derselben Bündel- 
reihe angehören, bestimmen eine „lineare Congruenz“ (SS,S,) oder ein 
RE) 


punkte gehende Fläche F? dritter Ordnung erzeugen. Zu diesem Netze |S;| 





S,| eollinearer Bündel, indem sie zugleich eine durch ihre Mittel- 


' Reihen. 


rechnen wir die Bündelreihe (SS,), sowie die oo’ Bündel der & 
welche S, mit den Bündeln von (SS,) bestimmt. Die 0° eollinearen Bündel 
des Netzes |S,| erzeugen zu dreien alle dieselbe kubische Fläche F’, wie 
S, S, und S,; ihre homologen Ebenen nämlich schneiden sieh in je einem 
Punkte P von F’ (vgl. 4.) und bilden ©’ Bündel P, von deren Mittel- 
punkten F’ der geometrische Ort ist. 

15. Auch diese Bündel P sind collinear und bilden ein zweites 
auf |S,| ruhendes Netz |P,. Denn durch die homologen Ebenenbüschel 
der eollinearen Bündel von |S,| wird auf der Fläche F’ je eine kubische 
haumeurve 4° und zugleich je eine Reihe eollinearer Bündel erzeugt, welche 
ihrerseits die Sehnencongruenz von k’ erzeugen (4.); je zwei Bündel dieser 
x’ Reihen aber können als zwei beliebige des Netzes |P,| betrachtet 
werden, und durch beliebige drei derselben ist |P,| bestimmt (i4.). 

Die eollinearen Bündel dieses zweiten Netzes |P,| erzeugen zu dreien 
dieselbe kubische Fläche F’, wie diejenigen des ersteren |S,|; ihre homo- 
logen Ebenen bilden die collinearen Bündel von |S,. Jedes der beiden 
sich stützenden Netze ist durch homologe Ebenen auf die Bündel des 


anderen projeetiv bezogen. 


*) Dieser Name rührt von Herrn Schur her. 
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16. Die sich stützenden Netze |S,| und |P,| sind durch je drei 
keiner Reihe angehörige eollineare Bündel des einen oder des anderen 
Netzes bestimmt; sie hängen i. A. gleich ihrer „Ordnungsfläche“ F? von 
19 Parametern ab“). Jedes von ihnen enthält alle durch je zwei seiner 
Biindel bestimmten Biündelreihen: letzere aber haben zu zweien allemal 
einen Bündel gemein (vgl. 5., 10.). Die kubische Ordnungsfläche F’ ent- 
hält demgemäss die oe’ kubischen Ordnungseurven dieser Reihen und des 
betreffenden Netzes; diese Curven aber sind auf F? durch je zwei ihrer 
Punkte bestimmt und haben zu zweien allemal einen Punkt gemein. Zwei 
Biindelreihen können durch ein Netz verbunden werden und bestimmen 
dasselbe, wenn sie einen Bündel gemein haben. 

17. Die ©’ kubischen Ordnungscurven der Netze 'S, und P, bilden 
auf der Ordnungsfläche F’ zwei „Curvennetze“; durch einen beliebigen 
Punkt P der Fläche geht ein Büschel von ©' Ordnungseurven jedes Netzes, 
und zwar geht nach jedem anderen Punkte P, von F? eine Curve desselben 
(16.). Jede Ordnungseurve e’ wird erzeugt durch eine Reihe collinearer Bündel 
des betreffenden Netzes, zugleich aber durch ©’ homologe Ebenenbüschel 
der Bündel des anderen Netzes: die Axen dieser Büschel sind die Sehnen 
von e’ (4). Die Sehnen, welche aus den Punkten Q, O,, Q,, ... von F’ 
an die einzelnen Ordnungseurven des einen Netzes gehen, entsprechen 
demnach einander in den collinearen Bündeln 0, QO,, 0. ... des anderen 
Netzes; auch durch sie sind diese Bündel auf einander collinear, auf jenes 
Curvennetz aber projectiv bezogen. Die Sehnen aus Q an alle durch P 
gehenden Gurven des Netzes liegen mit P in einer Ebene, welche die 
homologen Ebenen der Bündel Q,, O:, ... in P schneidet. Durch je zwei 
dieser kubischen Raumeurven ist hiernach die Ordnungsfläche F’ völlig be- 
stimmt und leieht construirbar **). 

Jede Ordnungseurve ce’ des einen Netzes kann mit jeder Ordnungs- 
eurve 4° des anderen durch eine geradiinige Fläche zweiter Ordnung ver- 
bunden werden, welche von e’ und 4° je eine Sehnenschaar enthält. Denn 
* wird durch zwei Bündel Q, Q, des letzteren Netzes erzeugt, und ce’ dureh 
homologe Ebenenbüschel g, 9, 9, ... der Bündel Q, Q,, Q,, ... desselben; 


*) Drei Bündel S, S,, S, können nämlich auf ©o'” Arten collinear auf einander 
bezogen werden (1.), und erzeugen, wenn ihre Mittelpunkte hernach drei beliebige Ge- 
rade durchlaufen, die &0'” möglichen Netze |S,| und kubischen Flächen F’°. 

**) Vol. meine „Geometrie der Lage“ II., 2. Aufl. S. 197. 
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die beiden Büschel g, g, aber erzeugen jene durch ce’ und 4 gehende 
Fläche zweiter Ordnung. 

18. In den drei collinearen Bündeln S, S,, S, giebt es bekanntlich ı. A. 
sechs Tripel homologer Ebenen, die in je einer Geraden p sich schneiden ” 
In diesen sechs „Hauptstrahlen“ p der Fläche F’ und des Netzes P 
schneiden sich je ©’ homologe Ebenen der Bündel von 8, : die sechs p sind 
folglich gemeinschaftliche Sehnen der &’ Ordnungseurven e' von S,, und 
oo' Ordnungseurven A von P, zerfallen in je einen Kegelschnitt und einen 
der sechs Hauptstrahlen p (6... Sechs Bündel von P, arten aus in die 
sechs Ebenenbüschel p; ihre Mittelpunkte können auf den Hauptstrahlen p 
beliebig angenommen werden. NKEbenso arten i. A. sechs Bündel des 
Netzes 8, aus in Ebenenbüschel, welche sechs Hauptstrahlen s von 8 
zu Axen haben. Auf der kubischen Fläche F’ bilden bekanntlich die sechs 
p und die sechs s die beiden Hälften einer Schläfflischen Doppelsechs: 
d. h. jeder Strahl » oder s schneidet fünf der sechs windschiefen Strahlen s 
resp. p, und bildet mit den Kegelschnitten von F’, deren Ebenen durch 
den sechsten Strahl gehen, kubische Ordnungseurven von PD, resp. 8; 
Dieses folgt leicht aus dem Satze (17.), dass jede Ordnungseurve von 8 
mit jeder von P, auf einer Fläche zweiter Ordnung liegt. 

19. Wir wenden uns zu den wichtigsten Speeialfällen der Bündel- 
netze S, und P,. Wenn von den eollinearen Bündeln S, S,, 8, drei 
homologe Strahlen durch einen Punkt D gehen, so schneiden sieh in D 
homologe Strahlen der ©’ Bündel beider sich stützenden Netze, alle Ord- 
nungseurven gehen durch D, und zwei Bündelreihen der Netze haben D 
zum Mittelpunkt. Zugleich wird D ein Doppel- oder Knotenpunkt der 
Ordnungsfläche F’, und sechs Hauptstrahlen, drei von jedem Netze (6b.), 
gehen durch D. Dieselben bilden zwei Ordnungseurven e’' und 4° der Netze 
und liegen (17.) auf einem Kegel zweiter Ordnung, weleher der Ordnungs- 
fläche in D sieh anschmiegt. Die Netze 8, und P, hängen in diesem 
Falle von 18 Parametern ab. 

Schneiden sich in vier beliebigen Punkten D je drei homolore 
Strahlen von S, S, und $S,, so haben beide sich stützenden Netze die sechs 
Verbindungslinien dieser Punkte zu Hauptstrahlen (18.) und fallen über- 
haupt zusammen; denn ihre beiden durch zwei beliebige Punkte von F’ 

2. Schroeter, dieses Journal, Bd. 62, S. 270; vgl. Reye, Geom. der Lage. II.. 2. Aufl., 
S. 216. 
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bestimmten kubischen Ordnungseurven sind identisch, weil sie auch die 
vier Doppelpunkte D enthalten. Die Zahl der Parameter ist 15. 

19a. Schneiden sich in den Punkten D einer Geraden » je drei 
homologe Strahlen von S, S,, S,, so besteht das Netz 'P, aus &' Reihen 
soneentrischer Bündel mit den Mittelpunkten D (65.); die &’ kubischen 
Ordnungseurven von P, zerfallen in e und je zwei mit » ineidente Gerade, 
und die x” Bündel von P, haben alle den Strahl » entsprechend gemein 
6a.). Auf den Ebenenbiüschel e redueiren sich deshalb &' Bündel von 
S, und einer von P,, die kubische Ordnungsfläche F? wird geradlinig 
und hat e zur Doppelpunktsgeraden, die © Ordnungseurven des Netzes $, 
aber zerfallen in e und je einen Kegelschnitt (6.). Zwei beliebige Bündel 
von ‚8, haben allemal eine Ebene entsprechend gemein. Von P;, re- 
dueiren sich oo’ Bündel auf Ebenenbüschel ‘6a., 65.), deren Axen auf F’ 
liegen. Die Strahlen von F’ schneiden sich paarweise in den Punkten von 
» (65.); die Ebenen dieser Strahlenpaare gehen alle durch eine Gerade w 
von F’ und entsprechen einander in den Bündeln von P,. Ein Bündel 
von 8, redueirt sich folglich auf den Büschel w. 

Wenn die eollinearen Bündel 8, S,. S, einen Strahl » entsprechend 


semein haben, so besteht S,; aus &' Reihen eoneentrischer Bündel, deren 
Mittelpunkte auf e liegen (6a., 65.), in Jedem Punkte von » schneiden sich 
©' homologe Strahlen der Bündel von  P,, die Ordnungsfläche F’ aber ist 
wiederum seradlinig und hat ve zur Doppelpunktsgeraden. Der Speeialfall 
unterscheidet sich von dem vorhergehenden nur insofern, als die Netze 8, 
ind P, ihre Rollen vertauscht haben. Diese speciellen Netze hängen von 
13 Parametern ab. 

195. Wenn die eollinearen Bündel S, S,, S, eine Ebene p ent- 
sprechend gemein haben, so zerfällt die Ordnungstläche F’ in y und eine 
Regelfläche F’ zweiter Ordnung, und zwar liegen auf y resp. F’ die Mittel- 
punkte der oo’ Bündel von 'S, resp. P,: ein Bündel von P, redueirt 
sich auf p und sein Mittelpunkt ist ein beliebiger Punkt dieser Ebene. 
Die oc’ kubischen Ordnungseurven von |S, bestehen (6.) aus je einem Kegel- 
sehnitte ce’ in g und je einer Geraden yg. welche zu der einen Regel- 
schaar 'g, von F’? gehört: auf die Ebenenbüschel g redueiren sich x 
Biindel von 8,. Die &' ausgearteten Bündel von 8, bilden eine specielle 
keihe 8, |, denn sie senden in jeden Bündel von |P, einen Büschel homo- 


orer Ebenen, dessen Axe ein Leitstrahl von |g,' ist. Die oo’ Kegel- 
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sehnitte e’ haben drei Punkte D zemein, in denen homologe Strahlen vor 
S, S, und S, sich schneiden. Durch diese drei D gehen (19.) die ©’ kubischen 
Ordnungseurven von ‚P,; dieselben liegen alle auf F’ und haben die 
Strahlen der Regelschaar 9, zu gemeinschaftlichen Sehnen. Das Netz P, 
besteht aus oc' Reihen perspectiver Bündel, deren Mittelpunkte auf je einem 
Leitstrahle von g, liegen und von denen g die Collineationsebene ist 
(vgl. 6e.). Drei Bündel von P, redueiren sich auf Ebenenbüschel, deren 
Axen durch die drei Punkte D zehen und Leitstrahlen von g, sind. Diese 
Netze S, und P, hängen von 15 Parametern ab. — Die Fläche F’ kann 
in einen Kegel ausarten; durch den Doppelpunkt desselben gehen homo- 
loge Strahlen aller Bündel von 8, und von P,, und die beiden Netz: 
hängen in diesem Falle von 14 Parametern ab. 

19e. Haben die eollinearen Bündel S. S,. 8, denselben Mittel- 
punkt M, so bestehen beide Netze aus concentrischen Bündeln M und eı 
zeugen einen kubischen „Ordnungskegel“ F’, den Ort der Sehnittlinie: 
homologer Ebenen. Von den &" Bündeln dieser „singulären”“ Netze redu 
eiren sich je &' auf Ebenenbiüschei. deren Axen den Ordnungskegel bilder 
(vgl. 6b.). Diese Netze hängen i. A. von 13, ihr Ordnungskegel aber von 
12 Parametern ab. — Hat der Ordnungskegel einen Doppelstrahl d’. so re- 
dueiren sich zwei und damit x bündel von jedem der beiden Netze aut 
den Büschel d’, die übrigen Bündel der Netze aber haben den Strahl d’ ent- 
sprechend gemein, und umgekehrt; die Zahl der Parameter redueirt sich auf elt 

Die Schnitte von zwei sich stützenden Bündelnetzen mit einer Ebene y 
bilden zwei sich stützende Netze collinearer ebener Felder und werde: 
aus einem beliebigen Punkte M durch zwei sich stützende Netze con- 
eentrischer Bündel projieirt. Die Orduungsflächen der zwei paar Bündel- 
netze werden von g in der kubischen „Ordnungseurve“ der beiden Felder- 
netze geschnitten; in jedem Punkte dieser Öurve schneiden sich ©’ homologe 
Strahlen der collinearen Felder. 

Der Bündel 2, collinearer Räume und der lineare Complex |S,| collinearer Ebenenbünde 

20. Drei eollineare Räume F&, 3, 3, die nieht demselben Raum- 
büschel angehören, bestimmen einen sie enthaltenden „Bündel (F,3, 
eollinearer Räume“ oder „kaumbündel“ ‚&,. Zu diesem Bündel rechne: 
wir den Raumbüschel (F3,), sowie die >’ Räume der &' Büschel, welche 


& %- 
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>, mit den einzelnen Räumen von (EZ3,) verbinden (9.). Die homologen 


Ebenen der ©’ Räume von 2, bilden einen „linearen Complex“ *) ıS; 
von ©’ Ebenenbündeln S, S,, 8,, S;, ...; durch jeden Schnittpunkt homo- 
loger Ebenen von &, &, und &, gehen nämlich (8.) homologe Ebenen aller 
©’ eollinearen Räume von 3,. Ein beliebiger Punkt S ist i. A. Mittelpunkt 
eines Bündels dieses Complexes S,; sind nämlich S’ und S” die beiden 
Punkte von 8, welchen in 3, resp. 8, der Punkt $ entspricht, so hat die 
Ebene SS’S’ von I mit den homologen Ebenen von IF, und 3, diesen 
Punkt S gemein. 

Durch die homologen Ebenenbüschel der »” Räume wird je eine 
kubische „Ordnungseurve* ec’ des Raumbündels 3, und des Complexes 8; , 
zugleich aber je eine Reihe collinearer Bündel erzeugt, welche ihrerseits 
die Sehneneongruenz von ec’ erzeugen (4.). Zwei Bündel einer solchen 
Reihe aber sind & 


ganz beliebige Bündel von S;. 

21. Der lineare Complex SS, besteht also aus x” collinearen 
Bündeln, und enthält jede Reihe S, , welche zwei, sowie jedes Netz S,, 
welches beliebige drei seiner Bündel verbindet. Er stützt den Raum- 
bündel 8, ; denn nicht nur bilden die homologen Ebenen der =’ collinearen 
Räume von 3, die x” Bündel von 'S, , sondern die homologen Ebenen 
dieser eollinearen Bündel bilden ebenso jene x” collinearen Räume. Durch 
(ie homologen Ebenen ist der Raumbündel auf jeden Bündel des Complexes 
und letzterer auf jeden Raum des ersteren projecetiv bezogen. Der haum- 
bündel >, enthält demgemäss jeden durch zwei seiner Räume bestimmten 
Raumbüschel, und je zwei seiner Büschel &, haben einen Raum gemein. 
Die x’ Netze des Complexes S, haben zu zweien allemal eine Bündel- 
reihe und zu dreien i. A. eizen Bündel gemein. 

22. Der Raumbündel 8, und der ihn stützende lineare Complex S; 
sind (21.) ebensowohl durch je vier, keinem Netze angehörende collineare 
Bündel des letzteren, wie durch je drei, keinem Raumbüschel angehörige 
eollineare Räume des ersteren bestimmt. Sie hängen i. A., wie die 
Collineation von vier Bündeln mit gegebenen Mittelpunkten (1.), von 
24 Parametern ab (Schur a. a.0. S. 16). 

Die oe* Biindelreihen und x Netze von 8; erzeugen je eine 
resp. „Ordnungsfläche“ F’ von 8, und 3;: 


kubische „Ordnungseurve” e' 


*) Herr Schur nennt a. a. O. diesen Complex ein „Gebüsch“ collinearer Ebenenbündel. 
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dieselben Curven e’ und Flächen F’ werden durch je einen linearen Complex 
homologer Ebenenbüschel resp. Bündel der x’ Räume von I, erzeugt 
(vgl. 20.). Die homologen Punkte dieser Räume liegen demnach auf je 
einer Ordnungsfläche F’, und ihre homologen Geraden sind die Sehnen 
von je einer Ordnungseurve ec‘. Zwei resp. drei beliebige Punkte S 
können allemal durch eine kubische Ordnungs-Curve oder -Fläche verbunden 
werden. Die &° Ordnungsflächen F’ haben zu zweien allemal eine Ord- 
nungseurve ce’ gemein und bestimmen zu dreien i. A. einen gemeinschaf! 
lichen Punkt (21.). 

23. Zwei kubische Ordnungsflächen F’ haben ausser einer Ordnungs- 
eurve ce’ noch eine Raumeurve c’ sechster Ordnung gemein; in jedem Punkte 
von e' aber schneiden sich homologe Ebenen der Bündel von 8; , welche 
die beiden F° erzeugen, und folglich aller Bündel von 8S,. Diese „Kern- 
curve“ ec’ des haumbündels 38, und des linearen Complexes S, wird 
durch je vier eollineare Bündel des letzteren erzeugt, und durch sie gehen 
alle ©’ Ordnungsflächen F°. Sie ist den Haupttetraedern der &’ Raum- 
büschel von 3, umschrieben (11.), und jeder ihrer Punkte ist von &' dieser 
Tetraeder ein Ecekpunkt und von einem singulären Raume (Ebenenbündel‘ 
von 3, der Doppel- oder Mittelpunkt (11.). Die Schnittpunkte einer Ord- 
nungseurve ce’ mit einer Ordnungsfläche F’ liegen alle bis auf einen (22. 
auf der Kerneurve ec’. Mit den &* Ordnungseurven ec’ hat demnach ce’ i. A. 
je acht Punkte gemein *). 

24. In jedem Punkte D der Kerneurve ec’ schneiden sich die Axen 
von ©’ homologen Ebenenbüscheln der collinearen Räume von 2,, sowie 
drei Gerade d, durch welche je ©’ homologe Ebenen dieser Büschel 
sehen (65.). Zugleich ist D der Mittelpunkt von &' Bündeln, welehe eine 
keihe von S; bilden und jene drei Strahlen entsprechend gemein haben: 
drei dieser Bündel redueiren sich auf die Ebenenbüschel d (6b.). Von x 
kubischen Ordnungsflächen ist D ein Doppelpunkt (19.). Die drei Geraden d 
bilden zusammen eine der Ordnungseurven e' (6b., 22.); auch ihre von D 
verschiedenen Schnittpunkte mit einer beliebigen Ordnungstläche F’ liegen 
deshalb auf der Kerneurve ec’ (23.), und die Geraden d sind demnach 
„„Doppelsehnen‘“‘ von c'. Dasselbe gilt von jeder Geraden d, welche mit 
einem Kegelschnitte zusammen eine Ordnungsceurve e’ bildet, wie überhaupt 


*) Analytisch ergiebt sich diese Anzahl sofort: rein synthetisch ist sie bis jetzt nicht 
nachweisbar. 
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von der Axe eines jeden Ebenenbüschels. auf welchen ein Bündel von S 
sich redueirt (vgl. 6.). 


; 


25. In den Punkten von ec” schneiden sich also je drei Doppel- 
sehnen d dieser Kerneurve, und die Doppelsehnen d haben mit ec je drei 
Punkte gemein. In jeder Doppelsehne d schneiden sich =’ homologe 
Ebenen der Räume von 3,, und o' Bündel von S, redueiren sieh auf 
die Ebenenbüschel d. Wenn eine Ordnungseurve e° in einen Kegelschnitt 
und eine Gerade zerfällt, so ist letztere eine Doppelsehne von ec. Die 


>> Ordnungsflächen F 


3 


enthalten i. A. je sechs Doppelsehnen von e’, nämlich 
die sechs Hauptstrahlen der zugehörigen Netze 8, von 8, (vgl. 18.) 
Die Ebenen des Raumes I, welche mit den entsprechenden Ebenen von 
>, und 3, je eine Gerade gemein haben. bilden demnach einen Ebenen- 
hiischel sechster Ordnung. 

So oft von © homologen Ebenen der Räume von 3, zwei sieh 
vereinigen oder beliebige drei durch eine Gerade gehen, bilden dieselben 
einen ausgearteten Bündel von 8, und schneiden sie sich in einer Doppel- 
sehne d von ce. Die Haupttetraeder der ©’ Raumbüschel von 8, sind 
deshalb nieht nur der Kerneurve ec’ eingeschrieben (23.), sondern zugleich 
sehen ihre Flächen, weil sie mit homologen Ebenen zusammenfallen (11.). 
durch je eine Doppelsehne von ce. 

Der Ort der Doppelsehnen von ec" ist eine Fläche (achter Ordnung). 
die ausser ihrer dreifachen Curve ec” je sechs Gerade d mit den kubischen 
Ordnungsflächen gemein hat. Zwei Doppelsehnen d können nur auf ce sich 
schneiden; denn dureh ihren Schnittpunkt gehen x" homologe Strahlen der 
käume von |3,|. Drei beliebige Punkte und die drei sie paarweise ver- 
bindenden Ordnungsceurven e’' liegen mit der Kerneurve e' allemal auf einer 
kubischen Ordnungsfläche 22., 23.). Diese Fläche verbindet e” mit drei 
beliebigen Doppelsehnen. wenn auf letzteren die drei Punkte angenommen 
werden. 

26. Die vier Hauptpunkte eines beliebigen Raumbüschels 3, von 
>, können mit jeder Ordnungseurve ec’ durch eine Fläche F’ zweiter 
Ordnung verbunden werden. Denn in den collinearen Bündeln von S8;. 
welche die ec’ erzeugen, entsprechen dem Raumbüschel >, homologe 
Ebenenbüschel (21.); diese aber erzeugen paarweise jene F'. Jeder Raum- 
büschel von |, erzeugt übrigens (9., 12.) einen durch alle Doppelsehnen 


von ec” gehenden tetraedralen Strahleneomplex. indem von seinen &' Räumen 
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id * 


in jeder Doppelsehne &' 


homologe Ebenen sich schneiden (25.); seine 
vier Hauptpunkte werden aus den Doppelsehnen d durch projective Ebenen- 
büsehel projieirt (12.). Die x’ durch eine beliebige Ordnungscurve 
vehenden Flächen zweiter Ordnung schneiden also die Kerneurve ec in 
den Hauptpunktquadrupeln der x’ Raumbüschel von 3,. Insbesondere 
können beliebige drei dureh einen Punkt gehende Doppelsehnen d von ce 
mit den Hauptpunktquadrupeln durch Kegel zweiter Ordnung verbunden 
werden (vgl. 24). Durch diese Punktquadrupel und die Doppelsehnen von 
ce sind die zugehörigen tetraedralen Strahleneomplexe und Raumbischel 
bestimmt (12., 9). Auch der Raumbündel 3, ist deshalb durch seine 
Kerneurve e' i. A. völlig bestimmt, ebenso aber der Bündeleomplex 8 
Durch zwei auf e€’ angenommene Punkte eines Quadrupels sind die beiden 
ibrieen bestimmt. 

Wenn die Ordnungseurve e’ in eine Doppelsehne d und einen Kegel 
schnitt e’ zerfällt, so verbindet letzterer i. A. fünf Punkte von e” und seine 
Ebene schneidet ec’ noch in einem sechsten Punkte D. Die Hauptpunkt- 
quadrupel aber, welchen D angehört, enthalten je drei mit d in einer Ebene 
liegende Punkte: denn jede durch D und e’' gehende Fläche zweiter Ord- 
nung zerfällt in die Ebene von ce’ und eine Ebene dureh d. 

27. Zu jeder Doppelsehne d von ce’ gehört demnach ein Punkt D 
dieser Kerneurve, und umgekehrt (Schur a. a. VO. S. 18): und zwar liegen 


die x’ Punktentripel von e’, welche mit D je ein Hanpttetraeder von 


bilden, in je einer durch d gehenden Ebene. Durch D gehen die Ebenen 
aller Kegelschnitte, welche mit d zusammen Ördnungseurven ce’ bilden: 
insbesondere gehen durch D die Ebenen der drei paar Doppelsehnen, welch: 
d in je einem Punkte von ec’ schneiden (24.) In jeder durch D gehenden 
Ebene liegen i. A. fünf andere Punkte von ec” auf einem Kegelschnitte, 
weleher mit d eine Ordnungseurve ec’ bildet und deshalb (6.) mit d einen 
Punkt gemein hat. Dreht sich die Ebene um eine Gerade d, von D, so 
beschreibt der Kegelschnitt eine durch ce, d und d, gehende kubische 
Ordnungsfläche: dieselbe verbindet ec” mit drei beliebigen Punkten von d 
vgl. 22.). Der Kegelschnitt kann zerfallen in eine beliebige andere Doppel 
sehne d, und eine mit d und d, incidente Sehne von «. 

28. Durch einen beliebigen Punkt der Kerneurve ce” gehen i. A. 
185 Ebenen, welche je zwei Doppelsehnen derselben verbinden (25. 27. 


In einem besonderen Falle aber schneidet jede solche Ebene die Kerneurve 
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in den Eekpunkten eines vollständigen Vierseits und enthält vier Doppel- 
sehnen von e. Die Verbindungsebenen der Doppelsehnen bilden alsdann 
einen kubisechen Ebenenbüschel *), und der Kerneurve können x' Fünfflache 
eingeschrieben werden, deren 10 Eckpunkte auf ec’ liegen und deren 10 Kan- 
ten aus Doppelsehnen von e’ bestehen. Wir gehen auf diesen bei der Polaren- 
theorie der kubischen Flächen auftretenden Speeialfall hier nieht näher ein. 

Die für uns wichtigsten Specialfälle des Raumbündels 8, und des 
Iinearen Bündeleomplexes S, sind die folgenden. 

28a. Wenn die collinearen Räume 8, &,, 8, und damit alle Räume 
von 2, einen Punkt P entsprechend gemein haben, so ist P Hauptpunkt 
aller Raumbüschel und Doppelpunkt von x! singulären Räumen des Raum- 
bündels 3, ; in P schneiden sich (135.) homologe Strahlen aller Bünde! 
von 8, , und P ist Mittelpunkt eines Netzes von x’ dieser Bündel (19.). 
Die x* kubischen Ordnungseurven e’ gehen folglich alle durch P, die x’ 
Ordnungsflächen F’? haben P zum Doppelpunkte (19.), und P ist dreifacher 
Punkt der Kerneurve ec”. Letztere wird aus P durch einen kubischen Ord- 
nungskegel projieirt (19e., 23.). Der Ort der Doppelsehnen von ec" zerfällt in 
diesen Kegel und eine Fläche fünfter Ordnung, welche ce’ zur Doppelpunkts- 
eurve hat. — In diesem Falle hängen 8, und S; von 21 Parametern ab. 

28b. Wenn beliebige drei und folglich alle Räume von 3, eine 
Gerade / entsprechend gemein haben, so ist Z/ Kante der Haupttetraeder 
aller Raumbüschel von 3, und enthält von ihnen je zwei Eckpunkte; der 
Ort der übrigen Eckpunkte ist eine Raumeurve e’ fünfter Ordnung, welche 
mit / die Kerneurve ec’ bildet. Auf den Ebenenbüschel / redueiren sich die 
x' Bündel einer speciellen Reihe von 8, (vgl. 21., 64.) Durch / und e 


gehen die x’ kubischen Ordnungsflächen F’; die x’ 


Ordnungseurven ce’ 
haben mit 2 i. A. keine, mit e’ aber je acht Punkte gemein (23.). 
Zwei beliebige Ordnungsflächen F’ schneiden sich (23.) in /, € und 


einer kubischen Ordnungseurve ce’ 


und haben mit einer durch / gelegten 
Ebene «e noch zwei Kegelschnitte gemein. Letztere gehen durch die drei 
Schnittpunkte von e’ und &, und nur ihr vierter gemeinschaftlicher Punkt 


liegt auf ce. Die übrigen vier Schnittpunkte von e’ und & müssen alle 
auf / liegen, und / hat demnach mit e’ vier Punkte gemein. — In diesem 


Falle hängen 3, und S; von 20 Parametern ab. 


*) Vgl. dieses Journal, Bd. 82, S. 74 und 7D. 


a 


RA 
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28c. Wenn beliebige drei und folglich alle Räume von I, ein 
Ebene & entsprechend gemein haben, so ist « Hauptebene aller Raumbüsche 
von |3,| und enthält je drei Hauptpunkte derselben. Der Ort dieser Haupt 
punkte in e ist eine kubische Curve e,, die Ordnungseurve eines in 
liegenden Netzes homologer Felder der &’ käume von 3, (vgl. 19e.). 
Die »* Congruenzen homologer Ebenenbüschel von 8, , deren Axen in 
liegen, erzeugen (6e.) ©” heihen perspeetiver Bündel von 8, ; die Mittel- 
punkte dieser Bündel liegen auf je einer Geraden s, und & ist ihre 
Collineationsebene. Auf die Ebene & redueirt sich ein Bündel von 8; , 
dessen Mittelpunkt beliebig in & angenommen werden kann. 

Die oo’ Netze homologer Bündel von 8;,|, deren Mittelpunkte in & lie 
gen, erzeugen (195.) ©’ Flächen F’ zweiter Ordnung, welche je ©’ Ordnungs- 
curven ec’ enthalten und sich paarweise in einer der Geraden s, ausserdem 
aber alle in einer kubischen Raumeurve e; schneiden: letztere hat die x 
(seraden s zu Sehnen. Die Kerneurve e’ zerfällt in die beiden kubischen 
Curven e) und e&, welche drei Punkte gemein haben. ‚Jede der x* Ord- 
nungseurven ec’ schneidet die Ebene & in drei Punkten von e} und hat mit 
c, fünf Punkte gemein (23... Der Ort der Doppelsehnen der Kerneurve 
zerfällt in die zweifache Ebene e und eine Fläche sechster Ordnung dureh 
c‚, welche ec; zur dreifachen Curve hat. — In diesem Falle hängen >, 
und 'S, von 21 Parametern ab. 

28d. Wenn beliebige vier und folglich alle Bündel des linearen 
Complexes S;' durch eine Gerade s homologe Ebenen schicken, so ist s 
eine Sehne der &* Ordnungseurven e’ und eine Hauptstrahl der x’ Ord- 
nungsflächen F’; von dem kaumbündel 3, aber redueirt sich ein Raum 
auf den Ebenenbüschel s, und die Kerneurve ce’ zerfällt in s und eine 
Raumeurve ce’ fünfter Ordnung. Die oe’ Bündel von S,;, welche irgend 
eine Ebene g von s entsprechend gemein haben, bilden ein specielles Netz 
|S,|, dessen Ordnungsfläche in g und eine hegelfläche F’ zweiter Ordnung 
zerfällt (195.). Letztere geht durch e’, und ihre eine Regelschaar |q,| be- 
steht aus Doppelsehnen, die andere aus einfachen Sehnen von ce‘. Die 
x' Doppelsehnen g von ec’ sind die Axen von Ebenenbüscheln, auf welche 
»' Bündel von |S,| sich redueiren (195., 24.). Dreht sich die Ebene y 
um s, so ändert sich allerdings das Netz 





1S,|, doch geht es beständig durch 
die Reihe dieser ausgearteten Bündel. 
Ueberhaupt wird die Regelfläche F’, auf welcher die »' Doppel- 
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sehnen g von e’ liegen, durch je drei eine Ebene von s enthaltende Bündel 
von |S,| erzeugt; sie verbindet als Bestandtheil von x! kubischen Ordnungs- 
flächen (22., 195.) »' Systeme homologer Punkte der Räume von |3,|. Die 
(serade s ist eine Sehne von c’; denn eine beliebige Ordnungsfläche F’ 
schneidet F’ in e’ und einer Doppelsehne g, dagegen die Ebene p in s und 
einem Kegelschnitte, und da letzterer mit F? vier und mit ce’ höchstens 
drei Punkte gemein hat (weil einer der vier Punkte auf g liegt), so enthält 
s die übrigen beiden Schnittpunkte von e’ und 9. — Die Zahl der Para- 
meter dieser |S;) und |3,| ist 22. 

28e. Wenn beliebige vier und folglich alle Bündel von |S,| eine 
lüibene p entsprechend gemein haben, so zerfallen die »® Ordnungsflächen F’ 
in g und x” Regelflächen F’ zweiter Ordnung (195.). Letztere haben 
paarweise eine (rerade g gemein; denn die zugehörigen beiden Netze von 
S; haben eine specielle Bündelreihe gemein, deren Ordnungseurve in g 
und einen Kegelschnitt von g zerfällt (6.). Die Regelflächen F? schneiden 
sich ausserdem alle in einer kubischen Raumeurve c,, welche die Geraden g 
zu Sehnen hat, und durch deren Punkte je »’ homologe Ebenen der Bündel 
von 8, gehen. Die Kerneurve ce’ redueirt sich, abgesehen von der 
Ebene p, auf diese kubische Raumeurve ce. 

Der lineare Complex S; besteht aus »” Reihen concentrischer 
Bündel, welche die Ebene p und je eine Sehne g von c, entsprechend 
gemein haben; x” seiner Bündel redueiren sich auf Ebenenbüschel mit den 
Axen g (6.), und bilden, da die Reihen |S,| des Complexes je einen von 
ihnen enthalten, ein sehr speecielles Netz |S,| von |S,. Die Haupttetraeder 
der ©’ Raumbüschel von |3;| sind alle der Raumeurve c, eingeschrieben. 
Der Raumbündel |3,| enthält »' Büschel perspeetiver Räume, welche 4 
zur Collineationsebene und je einen Punkt von c, zum ÜÖollineationscentrum 
haben (13e.), und einer seiner Räume redueirt sich auf die Ebene 9. — 
Diese 8, und 3, hängen von 17 Parametern ab. 

28f. Haben beliebige vier und folglich alle Bündel von |S;| einen 
Strahl » entsprechend gemein, so redueiren sich «' Räume von ‚8, auf 
den Ebenenbüschel v, und die übrigen haben jeden Punkt von o entsprechend 
vsemein (15.); von |S,| arten folglich alle Bündel einer Reihe |S,; aus in 
den Büschel e. Die &* Ordnungsflächen werden alle geradlinig und haben 
vo zur Doppelpunktsgeraden (19a.), die »* Ordnungseurven ce’ zerfallen in 
v und je zwei andere Gerade (6a.), die Kerneurve ec” aber besteht aus der 
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e)e) 


dreifachen Geraden v (28a.) und einer kubischen Raumeurve e}, welche r 
zur Sehne hat und aus jedem Punkte von ® durch einen kubischen Ordnungs- 
kegel projieirt wird (vgl. 19e.). Die Bündel von S,, welche irgend eine 
Ebene g von e entsprechend gemein haben, bilden ein Netz, dessen Ord 
nungsfläche in 9 und eine durch »o gehende Regelfläche zweiter Ordnung 
zerfällt (195., 19a.); je zwei so erhaltene Regelflächen aber durchdringen 
sich in »o und ce. Die &' Kegel, welche ce} aus den Punkten von » pro- 
jieiren, gehören zu den Ordnungsflächen F’; ihre x’ Strahlen sind die 
Axen ausgearteter Bündel von |S;|. Diese |S,| und |8,| hängen von 
14 Parametern ab. 

289. Von Interesse ist noch der sehr speeielle Fall, in welchen 
die Räume von |3,| ein Tetraeder entsprechend gemein haben und somit 
vier Bündel von S, auf die vier Tetraederflächen z sich redueiren. In 
diesem Falle sind 3, und |S, dureh die vier Ebenen z völlig bestimm!i 
und hängen von deren zwölf Parametern ab. Denn die Collineation der 
»° Räume von |3,| ist dadurch bestimmt, dass die vier Ebenen z sieh 
selbst, die ©’ Ebenen eines beliebigen Punktes S aber einander entsprechen: 
die x°® Bündel von |$;| bestehen aus je &° homologen Ebenen dieser 
Räume Die Kerneurve ec’ zerfällt (285.) in die sechs Kanten des Te- 
traeders; jede Kante ist Axe einer Reihe ausgearteter Bündel von 8; . 
Die vier Eckpunkte des Tetraeders sind die Mittelpunkte singulärer Netze 
von 'S;, und Schnittpunkte der * kubischen Ordnungseurven e' (28a.); dureh 
sie gehen je &* homologe Strahlen der Bündel von 'S;.. 

Ein singuläres Netz ‚S,, von welchem drei Bündel in drei Ebenen 
ausarten, ist durch letztere bestimmt und von neun Parametern abhängige. 
wie analog sich ergiebt. 


$ 6. 


Gebüsche |&,| eollinearer Räume. 


29. Vier eollineare Räume &, 3. 3, >3., die nieht demselben 
Raumbündel angehören, bestimmen ein „Raumgebüsch“ |3,|. Zu demselben 


rechnen wir den Raumbündel (F>&,>,), sowie die x’ collinearen Räume 
der ©” Raumbüschel, welehe &, mit den einzelnen Räumen dieses Bündels 


verbinden. Das Gebüsch |&,| enthält auch die &«’ Raumbündel, welche 


=, mit den Raumbüscheln von (F3,3,) bestimmt. und folglich 


) 21. 


jeden durch zwei seiner Räume gehenden Raumbiüschel, aiso auch jeden 


30* 
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dureh drei derselben bestimmten Raumbündel (20... Ueberhaupt ist das 
Gebüsch durch je vier seiner collinearen Räume, die in keinem Bündel 
liegen, ebenso bestimmt, wie durch jene ersten vier Räume. 

30. Die homologen Ebenenbüschel der &° Räume von |3;,| bilden 
x* lineare Büscheleomplexe, welche auf je einem Büschel |7\) eollinearer 
Käume ruhen (8.). Die homologen Ebenen jener häume bilden demgemäss 
die &° eollinearen Räume 7, T,, T,, ... eines zweiten, auf I&,| ruhenden 
aumgebüsches |73]|. Jedes der beiden sieh stützenden Gebüsche enthält 
die x* Raumbüschel, welche durch je zwei, und die ©’ Raumbündel, welche 
durch je drei seiner collinearen Räume bestimmt sind, und ist nebst dem 
anderen durch beliebige vier seiner Räume bestimmt. Seine Raumbündel 
haben zu zweien einen Raumbüschel und zu dreien i. A. einen Raum gemein 
vgl. 21... Das allgemeine Raumgebüsch |8,| hängt von 33 Parametern 
ab; denn die Collineation der vier Räume &, 3, 3, >&, hängt von 45 Pa- 


rametern ab (1.), aber das Gebüsch |8,| wird noch durch &' andere 


(Juadrupel eollinearer Räume bestimmt (Schur a. a. O. 8. 30). 


31. Der Ort einer Ebene e von &, welche mit den homologen 


Ebenen von I, 35, &; und aller übrigen Räume von |S8,| einen und den- 
selben Punkt E gemein hat, ist eine Fläche vierter Klasse; denn durch 
eine Gerade «a von > gehen i. A. vier solche Ebenen & (11... Die zu 
diesen vier & gehörigen vier Punkte E sind die Hauptpunkte eines Raum- 
büschels von |73] und des ihn stützenden linearen Complexes homologer 
Ebenenbüschel von |3;|. Rechnen wir einen beliebigen Punkt P zu 
>, >, und 3, so entsprechen ihm in I drei Punkte P, P’, P”, die nur 
dann mit P in einer Ebene & liegen, wenn P ein Schnittpunkt E homologer 
Ebenen der x’ Räume von |S;| ist. 

Wenn nun P eine Gerade ® durchläuft, so beschreiben P, P’, P" 
drei zu © projeetive Punktreihen; die vier Punkte fallen demnach i. A. 
viermal in je eine Ebene & (vgl. 11.), oder es giebt auf oe i. A. vier 
Punkte E. Der Ort eines Punktes E, in welchem homologe Ebenen aller 
häume von |3,| sich schneiden, ist somit eine Fläche K* vierter Ordnung, 
die „„Kernfläche‘‘ der sich stützenden Gebüsche 





>;| und 





T;\.  Uebrigens 
ist P auch dann ein Punkt E, wenn er Hauptpunkt des Raumbüschels 
(F3,) ist, also mit P’ zusammenfällt, weil auch in diesem Falle P/, P’ 
und P” mit P in einer Ebene & liegen; (F3,) aber ist als ein beliebiger 
ltaumbüschel von 3; anzusehen (29.). 
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32. Die Kernfläche X* der sich stützenden Raumgebüsche 3, und 
T, ist also von der vierten Ordnung; sie ist den Haupttetraedern aller in 
'8,| oder 7%, enthaltenen Kaumbüschel umschrieben (31.), und enthält 
somit die »c” Doppelpunkte aller singulären Räume und die x’ Kern- 
eurven e° aller Raumbündel der Gebüsche (11., 23.). Sie wird erzeugt 
durch beliebige vier collineare Räume des einen oder des anderen Ge- 
büsches, und ist der Ort der Punkte E, in denen je vier homologe Ebenen 
dieser Räume sich schneiden. 

Weil die &® Raumbündel von 3, resp. 7; zu zweien einen kaum- 
büschel gemein haben (30.), so schneiden sich ihre Kerneurven zu zweien in 
den vier Hauptpunkten eines Kaumbüschels von 3, resp. 75. Durch 
dieselben vier Punkte gehen übrigens ®' Kerneurven von ‚3, resp. 7;. 
Die beiden Kerneurven e und 4° beliebiger zwei Raumbündel 8, und 
T,; von resp. ‚3; und 7; können allemal durch eine kubische Fläche F’ 
verbunden werden und haben demgemäss 14 Punkte gemein (Schur a. a. O., 
5.29). Denn ec’ wird durch einen auf |8,| ruhenden Complex |S,| homo- 
\oger Bündel von |7;| erzeugt (23.); zu den häumen des Bündels |7,| aber 


sehören x’ collineare Bündel von |S;|, welehe ein Netz bilden und jene 


durch e und 4” gehende Fläche F’? erzeugen (vgl. 23.) Es giebt x‘ 


\ 
| 


kubische „Ordnungsflächen“ von |3;| und |7;|, welche je eine Kerneurve 
dieser Raumgebüsche enthalten; zu ihnen gehören alle dureh eine Kern- 
eurve ec" oder Ak” gehenden kubischen Flächen. Drei beliebige Punkte der 
Kernfläche K* können durch je eine Kerneurve der Raumgebüsche |, 
und |7;| verbunden werden; sie liegen nämlich mit jeder anderen Kerneurve 
auf einer Ordnungsfläche F® des zugehörigen Raumbündels (22.), diese 
F' aber schneidet Ä* in einer jener beiden Kerneurven. 

33. Sei D ein Punkt der Kernfläche K*, und ce eine durch ihn 
sehende Kerneurve von |3;,|. Dann gehört zu D eine Doppelsehne d von 
ce in der Weise, dass je drei Punkte D’ von ec’, die mit D die vier Haupt- 
punkte eines Raumbüschels von |3;,| bilden, mit d in einer Ebene liegen 

b 
einem Strahle d, von D verbinden, alle durch d (27.). Diese Flächen 


(27.); ausserdem gehen die &° kubischen Flächen F’, welche ce’ mit je 


schneiden K* in x° Kerneurven 4° von |7;|, welche je einen Strahl d, von 
D zur Doppelsehne haben und alle durch den vierten Schnittpunkt D, von 
d und K* gehen. 

Je zwei der ©’ Flächen F’ haben ausser ce’ und d einen Kegelschnitt 
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gemein, mit welchem ihre beiden Strahlen d, und deren Schnittpunkt D in 
einer Ebene liegen (27.); dieser Kegelschnitt aber enthält die drei von D, 
verschiedenen Schnittpunkte D, der beiden auf den F? liegenden Kern- 
eurven 4. Folglich gehen durch D die Ebenen von je drei Punkten D\. 
die mit D, die vier Hauptpunkte eines Raumbüschels von |7',| bilden (32.), 
und damit auch alle zu D, gehörigen Doppelsehnen der ©” Kerneurven #4. 
welehe den Punkt D, enthalten. Nach dem Vorhergehenden gehen ebenso 
durch D, die Ebenen von je drei Punkten D’, welche mit D die vier 
Hauptpunkte eines Raumbüschels von |&;| bilden; und jede den Punkt D 
enthaltende Kerneurve ec’ von | | sendet ihre zu D gehörige Doppelsehne d 
durch den Punkt D,. Die hierdurch gegebene eindeutige "Transformation 
der Kernfläche A* in sich selbst hat zuerst Herr Schur (a. a. 0. 8. 30) 
allgemein nachgewiesen. 

34. Von den Speeialfällen der Raumgebüsche |&;,| und |7;,| heben 
wir folgende hervor. Wenn vier homologe Ebenen der eollinearen Räume 
>, &,. 5, 5; in einer Geraden s sich schneiden, so gehen durch s homo- 
loge Ebenen aller &’ Räume von |3;|. Alle Kerneurven e® von |Z&,| haben 
sonach s zur Doppelsehne (24.), und s liegt auf der Kernfläche K*. Von 
‚7,| redueirt sich ein Raum auf den Ebenenbüschel s, und ®°” von den 
x’ Kerneurven dieses (rebüsches zerfallen in s und je eine Kaumeurve e 
fünfter Ordnung (28d.). Letztere liegt auf einer Fläche F’ zweiter Ordnung, 
die mit den Ebenen 9 von s kubische Ordnungsflächen von |3;| und |7, 
bildet (32., vgl. 28d.). Die oe! Kerneurven von |3;|, welche diese Ordnungs- 
flächen mit K* gemein haben, zerfallen in eine kubische Raumeurve ec} auf 


F’ und 


in den Ebenen liegende Curven dritter Ordnung (28e.). Die 
x’ Raumeurven ce’ liegen mit c; auf je einer Fläche zweiter Ordnung. — 
Diese speciellen Gebüsche hängen von 31 Parametern ab. 

34a. Senden beliebige vier und folglich alle Räume von |S;| durelı 
einen Punkt D homologe Strahlen, so haben &' singuläre Räume von |7, 
diesen Punkt zum Doppelpunkt. Zugleich aber senden alle Räume von 
T; 
durch zwei jener singulären und zwei andere Räume bestimmt. Die Kern- 


|7,| durch D homologe Strahlen, wie leicht sich ergiebt, wenn man 





fläche K* und je x' singuläre Räume beider Gebüsche haben D zum 


Doppelpunkt: alle Kerneurven von |; und 7) gehen durch D, und x 
derselben haben D zum dreifachen Punkt (23a.). Diese speciellen Gebüsche 


hängen von 30 Parametern ab. 
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34b. Wenn die x’ Räume von 3, einen Punkt P entsprechend 
gemein haben, so reduceiren sich auf den Ebenenbündel P die Käume eines 
Raumbündels 7, von |7,;,. Weil aber die Raumbiüschel von 7; je einen 
dieser singulären Räume enthalten (30.), so ist P ein gemeinsamer Haupt- 
punkt derselben; auch die «° Räume von |7, haben folglich den Punkt P 
entsprechend gemein (11... Die x’ Kerneurven e® und # von I, und 
'T,| haben P zum dreifachen Punkte und werden paarweise aus ihm durch 
kubische Kegel projieirt (28a.). Die übrigen ©’ kubischen Ordnungsflächen 
(32.) und die Kernfläche K* haben P zum Doppelpunkte und werden in P 
von den Strahlen eines und desselben Kegels zweiter Ordnung oseulirt. 
Diese Gebüsche hängen von 27 Parametern ab. 

34e. Haben die ©’ Räume von 3, eine Ebene & entsprechend 
eemein, so redueirt sich auf & ein Raum von 7,. Die x” Kerneurven «' 
von 3,, zerfallen dann (28e.) in je zwei kubische Curven ce, und e;, von 
denen ec; in & liegt und ce; eine Kaumeurve ist. Die ®»°’ Raumbündel 7) 
von |7;,,, welche den singulären Raum & enthalten, haben abgesehen von y 
je eine kubische Kerneurve c, (28e.). Jede c, kann mit jeder e durch 
eine Fläche zweiter Ordnung verbunden werden, welche mit e zusammen 
eine kubische Ordnungstfläche bildet (32.). Die Kernfläche K* zerfällt in 
e und eine kubische Fläche, welche alle Kerneurven 4’ von 7, enthält 
und auf welcher die kubischen Raumeurven ce, und ec; zwei zusammen- 
gehörige Ourvennetze bilden (vgl. 17.). Auch diese Gebüsche hängen von 
27 Parametern ab. 

34d. Wenn die Räume von >, eine Gerade / entsprechend gemein 
haben, so redueiren sich auf den Ebenenbüschel /! die Räume eines Raum- 
büschels |7,| von '7,. Nun haben aber die ©’ Kaumbündel von 73 je 
einen singulären Raum mit 7, gemein (50.), und »' von ihnen gehen 
dureh |7,. Die x” Kerneurven %k’ von \7; zerfallen deshalb (28d.) in / 


5 


und oo’ Raumeurven 4° fünfter Ordnung, welche mit ihren Doppelsehnen 
auf je einer Fläche zweiter Ordnung liegen, und x’ von ihnen bestehen 
aus je einer kubischen Raumeurve e; und.der dreifachen Geraden /, welche 
von ec; eine Sehne ist (28f.). Andererseits zerfallen die ©’ Kerncurven ce 
von |3,| in Z und »° Raumeurven ce’ fünfter Ordnung, 


Punkte gemein haben (285.), und ©' von ihnen bestehen aus je einer ku- 


welche mit / je vier 


3 


bischen Raumeurve ec’, der Geraden / und einem Kegelschnitte, der mit / 


in einer Ebene liegt (28c.). Die Kernfläche A* hat /! zur Doppelpunkts- 
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geraden; sie wird von den Ebenen des Büschels / in je einem Kegelschnitte 
und von ” Flächen zweiter Ordnung in /! und je zwei kubischen Raum- 
eurven e’ und ec; geschnitten’ (vgl. 32... Diese Raumgebüsche hängen von 
25 Parametern ab. 

34e. Wenn die Räume von |, ein Tetraeder entsprechend gemein 
haben, oder vier Räume von 7, auf die vier Tetraederflächen 2 sich re- 
dueiren, so sind beide Raumgebüsche dureh die vier Ebenen z völlig be- 
stimmt und hängen von deren 12 Parametern ab. Denn die Gollineation 
der &’ Räume &, &, 3, ... von |3, ist dadurch bestimmt, dass jede 
der vier Ebenen x sich selbst, einer beliebigen fünften Ebene von 3 aber 
in jedem der anderen Räume eine der &° übrigen Ebenen entspricht. Da 
auch die Räume von 7, das Tetraeder, insbesondere jeden Eekpunkt des- 
selben (345.), entsprechend gemein haben, so sind |3,) und /7,, identisch. 
Die Kernfläche K* zerfällt in die vier Ebenen . 
Strassburg i. E., den 30. Mai 1888. 








Ueber lineare partielle Differentialgleichungen 


zweiter Ordnung “*), 


(Von Herrn P. du Bois- Reymond 


Capitel 1. 
3 Vorbemerkungen. 

\ ir werden uns in diesen Untersuchungen mit den verschiedenen 
Lösungsformen der linearen partiellen Differentialgleiehung zweiter Ordnung: 
1) Fa)z=Rr+Ss+Tt+Pp+0Qg+Zz = 0 
beschäftigen, in der p, q, r, s, #, wie üblich, die ersten und zweiten Ditfe- 
rentialquotienten von 3 bedeuten, und Z, P, Q, R, S, T Funetionen von x 
und y vorstellen, die selbst und deren Differentialquotienten, wenigstens 
bis zu der Ordnung, in welcher sie in unseren Rechnungen zum Vorschein 
kommen werden, und in den von uns zu Grunde velesten Gebieten, der 
Variabeln x und y eindeutig und stetig sind. Die Veränderlichen werden 
zunächst alle reell angenommen. Integraloberftläche der Gleichung F=0 
soll jede eine Lösung z = f(x, y) der Gleichung F = 0 verbildliehende Fläche 


enannt werden. 


es 


*) In diesen Mittheilungen beabsichtige ich eine kurze Uebersicht dessen zu geben. 
was das zweite Heft meiner „Beiträge zur Interpretation der partiellen Differential- 
gleichungen“ enthalten sollte. Einiges über den Inhalt des vorliegenden Aufsatzes ist 
schon bekannt gemacht. So namentlich habe ich am Schlusse des ersten Heftes meiner 
„Beiträge etc.“ eine Verallgemeinerung der Riemannschen Inteerationsmethode der Schall- 
differentialgleichung für endliche Schwingungsweiten gegeben. Weiter habe ich in einer 
Vorlesung in Tübingen, die einige Verbreitung zefunden. den wesentlichen Inhalt der 
Cap. IV und V ete. dieser Abhandlung vorgetragen, und in einer Note im ersten Heft 
der Math.-naturw. Mittheil. des Herrn Böklen in Reutlingen ist Manches aus den 
Cap. Il und Ill angeführt. Herr Dr. Albert Schwarz beabsichtigte das in der erwähnten 
Vorlesung aus den Cap. IV und V etc. über die Reduction der partiellen Differential- 
gleichungen und das Hauptintegral der hyperbolischen Differentialgleichungen Vorgetragene 
mit Zusätzen zu seiner Dissertation zu benutzen. doch fand keine Einigung zwischen uns 
statt. In der Dissertation. welche später (1887) ohne meine Mitwirkung gedruckt wurde 
und seine Promotion perfect machte, ist der das Hauptintegral betreffende Theil unterdrückt. 
Was darin die Reduction betrifft. so ist sie nicht durchweg correct. so dass sie hier in 
extenso ausgeführt wird. 
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1. 
Um zunächst einen Begriff zu gewinnen von dem, was die Gieiechung 
F=( an einer Integraloberfläche willkürlich lassen kann, nehmen wir aut 
ihr eine Curve CE an, deren Bogenelementprojectionen de, dy, dz seien. 
Sie werden genügen müssen den Gleichungen: 








2,) ds = pdxr+ qdy, 
ri dp = rdıc+ sdy 
|dgq — sde-+ tdy, 
an | dr = z,dıcH+-z,dy 
(2.) 
a 2,) 5 — 3dr+ 2,dy 
dt = 3da-+2;,dy. 
9, Jda = de+zidy 
2,) 
eic., 

R 0" 2 R . . 20 . . MR 
won nam Die vier dritten Differentialquotienten müssen sodann 
den Gleichungen genügen: 

( F r —_ 
| z,R+23)S+23:7T+2 = (0, 
(3,\ rn 
(9) OF B- nz 
/ 3, R+23,5+23,T+H = 0, 
oy 


in denen 
| = r(R,+P)+s(8,+O)+HT,+p(P,+Z)+g0.,+2Z,, 
“7 AH = rR,+s(S,+P)+KT,+0Q)+pP,+g(0,+Z)-+2Z,, 
indem man z. B. AR, für 2 schreibt. 
Setzt man aus den Gleichungen (2,.) die Werthe von r und in F= (0 
ein, so folgt: 


(9.) Rdpdy-+ Tdgde—s(Rdy —Sdrdy--Tdx’)+Ildedy = V, 


wo 


6.) AM = Pp+0Qg+Za. 
Ebenso erhält man aus den Gleichungen (2,.) und den Gleichungen (3.): 
u: | Rdrdy-- Tdsdx +2, (Rdy —-Sdrdy--Tdx’)+ Zdedy = 0, 
A Rdsdy-+ Tatdx + 3}(Rdy’—Sdrdy+ Tdr’)+Hdxdy = 0, 
aus denen durch Multiplieation mit de resp. dy und Addition dF=0 sich 
ereiebt. 


4 


Wir haben also zur Bestimmung von zunächst z, p, q, r, s, I längs 
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der Curve ©, deren ry-Projeetion als beliebir eewählt vorauseesetzt wird. 
’ Y ' | 
die vier Relationen 
(8.) dz = pdxz-+gdy, dp —= rdı - sdy, dgq — sd.r +tdy. F=V0., 


und keine weiter, denn dF = ist blosse Folge von F=V0. 
Mithin bleiben jedenfalls zwei von den Grössen z, p, q, r, s, t längs 
der Curve C willkürlich. Verfügt man über irgend zwei dieser Grössen 
nach Belieben, so folgen die übrigen direet oder durch Integration. Nimmt 
man z.B. z und p willkürlich an, so folgen die Grössen q. r, s. t aus 
den vorstehenden Gleichungen (8.) ohne Weiteres. Nimmt man p und q 
willkürlich an, so ist zur Bestimmung von z eine Quadratur erforderlich. 
die einen Werth von z auf der Curve € unbestimmt lässt, der also ebenfalls 
willkürlich ist. Die weiteren Differentialquotienten von z, an folgen gleich- 
falls aus jenen Daten, z. B. die vier dritten Differentialquotienten aus der 
Gleichung (2,.) und einer der Gleichungen (3.), denn die andere giebt mit 
ihr combinirt dF =V. 
Um uns hier an die erste und einfachste Annahme zu halten, dass 
und eine der Grössen p, g willkürlich gedacht wird, kann man sagen, dass 
längs einer beliebigen Curve Ü die Ordinate z und die Tangentialebene der 
Integraloberfläche zur Verfügung stehen. 
Doch gilt dies nur im Allgemeinen. Streng genommen kann man 
nur sagen, dass längs einer Curve C© nicht mehr als zwei von den Grössen 
z, p, q ete. willkürlich sein können, denn es können auch weniger will- 
kürlich sein. Bei Curven von geeigneter Projeetion bleibt nämlich nur 
eine verfügbar. 
Denn aus den Gleichungen (5.) und (7.) fallen die Differential- 
quotienten s, 2; und 2; heraus, wenn als Differentialgleichung der will- 
kürlichen Curve © diese: 
(9)  Rdy’—Sdrdy+Tdxr’ — V 

gewählt wird. Zerlegt man diese Gleichung in die Faetoren: 
(dy—N,de)\(dy—N_d,r) = 0. 

wo 

\ 


(1V.) N; - IR | 


S+1S’-4RT.. 


so gehören die Gleichungen 


(11) dy—N,de=0, dy—N_de =0 


31” 
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zweien Uurvenschaaren an, welche sich kreuzen in jedem Punkte der 
zy-Ebene, für den S’—4RT>0. Wenn wir die Gleichungen (2.) und (5.) 
einmal auf die eine Schaar, einmal auf die andere Schaar beziehen (was 
wir dadurch unterscheiden wollen, dass wir die Differentiale d einmal d 
und das andere Mal d, schreiben) und dy und d,y aus ihnen mit Hülfe der 
(Gleichungen (11.) elimimiren, so werden sie: 


dz = de(p+N,g), dz = d.r(p-+N_g), 
dp = dx(r+N,s), dp = d,r(r+ N_s), 
dq = dx(s+ N, t), dig = d,e(s+N DM), 


‘ \ 
(12.) dp+-N_dg+Ilde =0, dp-+N,d,g-+Ildx = 0, 


dr-N_ds+ Zde=(0, dr+N,ds + Zde=(, 
ds+N_dt+Hde=V, ds+N,dt+Hde=V0. 





Diese beiden Systeme lassen sich in's Unbegrenzte fortsetzen *). In beiden 
Systemen bilden die erste und vierte Gleichung zusammen je ein System 
für sich, das ausser x nur die Grössen z, p, q enthält. 

Denkt man sieh die Differentialgleichungen dy = N,dxr, dy = N_dı 
integrirt, und die Integrale w(z,y)=e, w,(r,y) = c, so geschrieben: 


(15 


\ 
\ ES 


\ a ’ oO © 
so kann man die Differentiale d dureh -- - de, d, dureh -— - de, ersetzen. 
OC j oc, 
Die beiden Curvenschaaren, welche der Gleichung (9.): 
Rdy — Sdady+Tdy' = 0 
oder den Differentialgleichungen (11.) genügen, sind die Projeetionen der 
Charakteristiken der partiellen Differentialgleichung F=0, aber die Pro- 
jeetionen selbst werden der Kürze halber häufig Charakteristiken genannt. 


2. 


Zwischen den Systemen (2.), die für eine beliebige Curve gelten, 
und den Systemen (12.), die einer sogenannten Charakteristik zukommen, be- 
steht also der sehr wichtige Unterschied, dass, wenn man das erste irgendwo 
abbriceht, immer zwei von den darin auftretenden Grössen z, pP, q, r, ... ohne 


Bestimmung bleiben, während die Systeme (12.) deren nur eine unbestimmt 


*) Beiträge zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen, $ 90. 
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lassen. Beschränken wir uns z. B. auf die Differentialgleichungen der 
Systeme (12.), welche nur z, p, q enthalten: 
14) |dz = de(p-+N,g), | d,3 = dr(p- N_9), w 
' | dp+ N_dg-+dx(Pp+0g+Zz)=0, d,p+-N.d,g-+d,e(Pp+ Qg-+Z3) = 0. 
so wird jedes ein vollständiges System von Differentialgleichungen, wenn 
man eine der Grössen z, p, qg nach Willkür annimmt und einsetzt. Dies 
ist der charakteristische Unterschied zwischen den Uurven: 

Rdy —Sdredy+Tdx v 
und allen übrigen in der zy-Ebene. 

Andererseits muss jedes der Systeme (14.) unvollständig sein und 
bleiben, denn aus der Differentialgleichung lässt sich nichts weiter schliessen, 
um es vollständig zu machen. 

ls knüpft sich hieran die weitere Frage, ob und wie weit die 
Interraloberfläche bestimmt ist durch die Verfügung über die in einer Curve 
unbestimmt bleibenden Grössen. Ich habe diesen Gegenstand in meinen 
„Beiträgen zur Interpretation ete.“ auch für niehtlineare Differential- 
sleichungen erörtert mit Hülfe von Constructionen de proche en proche, 
und eines eigenthümlichen Variationsverfahrens. Ich wurde zu dem Satze 
geführt, dass durch Verfügung über z und die zu z gehörige Tangential- 
ebene längs eines gegebenen Uurvenstücks die Integraloberfläche  bestimm: 
ist, und zwar innerhalb eines krummlinigen Vierecks, dessen eine Diagonale 
das Curvenstück ist und dessen Seiten Charakteristiken sind, die ieh in 
dieser Eigenschaft spontane Grenzen nannte. Wenn meine Ausführungen 
wohl noch genauerer Darstellung fähig sind, so sehe ich doch nicht ab 
wie man bei nichtlinearen Differentialgleichungen das Problem anders in 
Angriff nehmen könnte. Der vollständigen Durchführung der geometrischen 
Construction de proche en proche fiele allerdings noch die Aufgabe zu, zu 
zeigen, dass die zwischen Paaren unendlich naher Curven C und €’, © 
und C” eonstruirten Flächenstreifen solche Winkel einschliessen, bei denen 
die Construction bis in endliche Ferne von der ursprünglichen Curve C 
möglich ist. Weiter auch wäre, und das ist der wichtigste Punkt, der Unter 
schied der Construction bei reellen und imaginären Charakteristiken 

S°—4RT 0 
festzustellen, da doch in Bezug auf die in Rede stehenden Grenzbedingungen 


Differentialgleichungen mit reellen und imaginären Charakteristiken himmelweit 
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verschieden sich verhalten. Denn während bei positiven Charakteristiken 
die Variation des obigen Curvenstückes nur innerhalb des Charakteristiken- 
vierecks, dessen Diagonale es ist, die Integraloberfläche verändert, so hängt 
bei imaginären Charakteristiken die ganze Integraloberfläche von jeder noch 
so kleinen Portion des Curvenstückes ab. Doch halten wir uns hier an 
den Fall reeller Charakteristiken. Nun, zwischen irgend welchen anderen 
Curven und den Charakteristiken findet in Bezug auf das Bestimmtsein der 
Integralobertläche durch Verfügung über die unbestimmten Grössen in der 
Curve folgender Gegensatz statt. Während diese Verfügung bei den Curven im 
Allgemeinen die Integraloberfläche bestimmt, thut sie es bei den Charakteristiken 
nicht, sondern die Integraloberflächen, welche eine Charakteristik passiren. 
lassen noch eine von einer willkürlichen Function abhängige Mannigfaltigkeit 
zu, ganz ähnlieh wie bei den Differentialgleichungen erster Ordnung, nur 
dass bei diesen nieht sehon in der Charakteristik eine willkürliche Function 
steekt. Zwisehen den partiellen Differentialgleichungen der ersten und 
zweiten Ordnung findet auch eine weitere Analogie statt in Bezug auf den 
Durchgang Ihrer Integraloberflächen durch ihre Charakteristiken. Sämmtliche 
eine Charakteristik passirenden Integraloberflächen einer nichtlinearen partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung oscnliren sich darin, oder haben doch 
die Tangentialebenen gemein (Beiträge ete. $ 91), während bei den linearen 
Differentialgleichungen sie auch diese nicht gemein zu haben brauchen, ein 
Verhalten, welches ganz ähnlich dem entsprechenden bei Differential- 
sleiehungen erster Ordnung ist. Um es bei den linearen Differential- 
sleiehungen zweiter Ordnung etwas genauer zu beleuchten, gehen wir vom 
ersten System (14.) 
dz = di(p+N,g), 
dp+ N_dg+dx(Pp+0Qg+Zz) = 0 


aus. Wir denken es uns durch feste Annahme über z vollständig gemacht 
und setzen p+Jp, g+Jg statt p und qg. Aus den Gleichungen 
115 I\Ip+N,dg =Vd. 

Se |Ld4p-+N_dAg-+dx(PAp-+ 0Ag) = UV, 

die man so erhält, geht hervor, dass Sp und Sq nicht unendlich klein zu 
sein brauchen, und dass sie bis auf eine Uonstante längs einer Charakteristik 
bestimmt sind. Dies will sagen, dass, unter » und o, die Winkel der 
Tangentialebenen zweier eine Charakteristik passirenden Integraloberfächen 
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an zwei Punkten x, y, z und x. Y., 3, dieser Charakteristiken verstanden, 
wo und w, durch die Lagen der zwei Punkte gegeben sind. Das Verhalten 
ist eben ein anderes, wenn die Gleichungen des Systems (14.) in p und q 
nicht linear sind, oder wenn gar, wie dann in den meisten Fällen, die 
zweiten Gleichungen des Systems (1+.) nieht vorhanden sind *). 

Jedes der Systeme (14.) wird ausnahmslos eine der Grössen z, p, q 
unbestimmt lassen. Das hindert aber nicht, dass es eine Relation der Form 
12 +4,p+ hg = constans 
zwischen ihnen vestatten kann, die dann leicht zur Integration der Differential 
eleiehung führt, übrigens zwischen den Coefficienten der Gleichung F=0 
die Bedingung ergiebt, unter der sie auf Quadraturen führt. Man kann 
noch. indem man auf die Systeme (12.) zurückgeht, weitere Integrale vor- 
aussetzen, wodurch man andere Bedingungen zwischen den Coeitieienten 
erhalten würde. Auch kann man die zweiten Gleichungen (14.) als Pfaffsche 
(sleichungen mit vier Variabeln und zwei Interralen ansehen, was ebentalls 
auf Integrationen führt. Endlich ist zu bemerken, dass eines der Systeme (14. 
in zwei Fällen vollständig werden könnte. Entweder erstens, wenn noch 
eine Gleichung hinzugefügt werden könnte, die eine unbestimmte Funetion der- 
art in explieiter Form enthielte, dass sie der ganzen Schaar Charakteristiken 
der einen Art angehörte, oder zweitens, wenn noch eine Relation hinzuträte, 
welche aus den Integraloberflächen eine Gruppe heraushebt. Ich beabsichtige 

auf diese Dinge gelegentlich zurückzukommen. 

In den vorliegenden Untersuchungen ist es mir indessen mehr an den 
verschiedenen Lösungsformen der partiellen Differentialgleicehungen zweiter 
Ordnung für verschiedene Bedingungen gelegen. 

Wenn nämlich, wie ich bemerkte, für die nichtlinearen partiellen 
Differentialgleichungen schwerlich eine andere Methode zur Beurtheilung 
ihrer Lösungsformen besteht, als die von mir in meinen Beiträgen benutzte 
der Variation und der Construetion de proche en proche, so bietet sich bei 
den linearen der Form F = Rr+8s-+Tt+Pp-+0Qg+Zz = 0 eine weitere 
äusserst bequeme und fruchtbare dar: es ist die Multipliecatormethode, die 
schon so mannigfacher Anwendungen sich erfreut, und auf deren dureh Aie- 
mann uns gelehrte Verwendung in der Theorie der partiellen Differential- 


gleiehungen ich auch schon in den letzten Paragraphen meiner Beiträg: 


*) Beiträge ete., pag. 191. 
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hinwies. >o liegt es denn nahe, diese Methode thunlich auszubeuten, um 
aus ihr über die Lösungsformen wenigstens der linearen Differentialglei- 
chungen die umfangreichste Belehrung zu schöpfen. Die so erworbenen 
Kenntnisse werden uns bei den nichtlinearen Differentialgleichungen mutatis 
mutandis gewiss nützlich sein. Doch öffnet sich bei den linearen Glei- 
chungen schon ein so unabsehbar weites Feld, dass, je mehr man darin 
vordringt, die noch allgemeineren und verwickelteren Aufgaben an Interesse 
einbüssen. 

Wir müssen unter den Grenzbedingungen die einläufigen oder die 
reinen Cureenbedingungen und die Curvenflächenbedingungen unterscheiden. Bei 
den ersteren sind zur Bestimmung der Integralobertläche willkürliche Ele- 
mente nur in einem Linienstück festzulegen. Die zweiten enthalten Bedin- 
gungen auch für das Innere der Integraloberfläche, und zwar meistens Stetig- 
keitsbedingungen. Namentlich die zweite Art der Bedingungen ist mannig- 
fachster Art. Wir werden, nach Erledigung einiger Allgemeinheiten, mit 
den einläufigen Grenzbedingungen den Anfang machen. 


Capitel II. 
Die Multiplieatorgleichung. 
3. 

Es sei F(z) = eine lineare partielle Differentialgleichung beliebiger 
mter Ordnung zwischen der Funetion z und ihren Argumenten, den unab- 
hängigen Variabeln z,, 2, ... z,. Bildet man das Produet SF(z), wo | 
eine neue Funetion der x, so erhält man durch partielle Integration: 


(16)  /ER@)da....de, = U4/zb&)dx....dr,, 


wo U nur Integrale niederer als der mten Ordnung enthält. Man nennt 
PB), =0 die Multiplieatorgleichung von F(z)=0. Ist z. B.: 

F(z2) = Rr+Ss+Tt+Pp+0Q0g+Zz =, 
so findet man: 


\ 


. 


ö° 


ER 99 .. ri er 0 Fr oO TE 
b(C): pr (RZ)+ m. (SC) + -(T{)- — (PL) - =-(QE)+ZL 
Y7* ef Aue Oro! oy“ oc Fi cy 1 re f 
( Li. . r 0% o°% m OL f 0% fs N n o& 5 N f 
(At) = R-, +8S-——- +1 ee — (2R,+8,— P)+ —-(2T,+$,—0) 
or oroy oy Or oy 





Hö(R.+S,+T,-P.-0. -2) = v. 
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Ich will an dieser Stelle noch einige Formeln anführen, die bis- 
weilen nützlich sind. Setzt man 





f Ss c zZ aa co. 
M, ui ( 9 t (75) -V, 
SE) Rh 
nr. m, = — Sr _(RO,+EP. 
(18.) je hc le 
so ist 
DEN en oM, R oM, | Z£. 
-/ cy 0x ” 
weiter, wenn: 
Sz), . BER: 
M- © LT2),-3@T,+S,—0 
(Sz) ; 
M, = — 7 — (Rz), +3(2R,+S,—P 
f N “ ” [4 w r 
(19.) 2 , 
so ist 
7 \ EM OM, ) ' ’ rn ’ = 
F(3) = Fr Sn HE HR, +-P, +0, +2). 





dy 2 
Wenn die Coeffieienten von [ resp. s Null sind, so sind M,de-+ M,dy, resp. 
M,de--M,dy vollständige Differentiale. 

Zwischen den Aggregaten F(z) und P(L) in (16.) bestehen mannig- 
fache mehr oder weniger allgemeine Beziehungen, von denen wir hier einige 
hervorheben wollen. 

l. Wenn P(&)=V die Multiplicatorgleichung von F(z) ist, so ist 
F(z) die Multiplicatorgleichung von PL). 

Wir setzen wie in (16.) 


CF(z)dx,..de, = U+/3P()dr....dr 


Weiter ist: 
(U &)dz....de, = U,+/CP,(s)de....dr,, 


wo U, wiederum aus Integralen niederer als der »ten Ordnung zusammen- 
gesetzt ist, und ?,(z) = 0 die Multiplieatorgleiehung von D(Ü)=0 ist. Es 
muss also nach gewissen Prineipien der Variationsreehnung in der That: 
P,(2) = F(z) 
sein. Ebenso leicht beweist man folgenden besonders nützlichen Satz: 
II. Wenn wiederum D() =V die Multiplicatorgleichung von F(z) — \ 
vorstellt, so ist: 


‘ Pe 
[22 


Fr N" &( ( > - \ zu () 
or dr. ..Oxr" / 


l 


(20.) 


\ 
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die Multiplicatorgleichung von 
o"F 


(21.) - — =), 
orHOr;...OE" 


Man erhält zunächst durch partielle Integration von 


R = — da, ...dr 


or Or}...Or" 
. nr 


A 


einen Ausdruck 


er om 
U+ /(—1)" ——— —— di, ...d,, 
z orNOr}...OX2" 
wo U nur Integrale niederer als der zten Ordnung enthält. Bei erneuter 
partieller Integration bleibt eben 


fen: ) \ım + © u * ) 
(1) a, 


or or:...Ox 


als Factor von 3 unter dem Integral »ter Ordnung zurück. 
Somit ist z.B. 


r 


\ '- oAL ( C O% 
(22. B(C- nn ete. ) = 0 
“ , \ Or cy Or 


die Multiplieatorgleichung von 


a ; OF. o°’F 
F+4 u 0 tete =. 
OL ey erOoy 


Man kann noch fragen: Wenn mit F'’(z) bezeichnet wird, was aus 


F(z) hervorgeht durch Substitution der Variabeln S,,... £, an Stelle der x,, .... X,. 


Son 
f } 


welches ist die Muitiplicatorgleichung D’(D) von F'(z)? Nun ist 
JEF(z)dx....de, = [EF®(2)48.d....dE,, 
wo JS: die Funetionsdeterminante der x nach den 5. 
Weiter hat man 


/zP(E)dz,...de, = U+/PO(IN:).2.Iidx,...de,, 


- [ 


wo U nur Integrationen niederer als der zten Ordnung enthält. Mithin ist: 
23.) POCHK = KPD). 

In 2) sind die Differentialquotienten nach den x genommen, in BT 

nach den &. Nimmt man sie rechts auch nach den 5, und setzt für [4 


einen neuen Buchstaben ein, so ist die neue Multiplieatorgleichung auf die 
alte zurückgeführt. 
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IV. Falls F(z) durch die Substitution 3 = „3, übergeht in F'’(z,), 
ist 22(&) = 0 die Multiplicatorgleichung von FÜ (a). 


4. 

V. Ein letzter Satz über Multiplieatorgleichungen, der noch hierhe: 
gehört, ist viel beschränkter als die bisherigen. 
Sieht man sich die Multiplicatorgleichun 


& 
Br d’Zu d£u 

PL) — nn — [le = 0) 
6) dx’ dx « 


einer gewöhnlichen Ditterentialgleichung zweiter Ordnung: 
d’z dz 
F(z) = u— +r 4-3 = 0 
_ dx’ dx n 
näher an, so zeigt es sich, dass die erste Gleichung in die zweite übergeht. 
wenn man darin = yz setzt, wo 


Wa 
y > const. € 
7 
Dann hat man also identisch: 
Piyz, -— YFiz ’ 


Um zu sehen, was aus diesem Satze bei partiellen Ditferentialglei- 
chungen zweiter Ordnung wird, setzen wir in 
2 n2 . 
[7 O , . U 8 cHN f try ( co ( Co \ Cor 
PC) = 75 (ER)+ (SS a 1 a [r Bu U +CZ == U 
R O8 ° ercoy oy’ 2 Cy : 
yS statt &. Dies giebt: 
Sr YR+C, .YS yi 
YA TER Be nv >\ 
+s.(8 M R), (8) / ji ) 
ar T)+(vS) YO‘ 
+5,2GT),+Y8).-70) 
Mi) (nr \ E far N u („,’T' ze > : u “r a, vr 
un C J R) re ı \/ S),. \ T), wi / 0 Z) gi V, 


m; ‘ 


24.) 





wo die Differentiationen einfach durch Indices angegeben sind. Die Üoeftti- 
eienten von L' und seiner Differentialquotienten hat man suecessive gleich 
yZ, yQ, yP, yT, y8S, yR zu setzen, wodurch man die Gleichungen erhält: 





2(yYR),+(yS), = 2yP, 
(25) 2UT),+08), = 270, 
YR).+QYS).,+QT).-@YP).-(YQ), = 0. 


Hier ist die dritte Gleichung eine Folge der beiden ersten. die also alleiı 
übrig bleiben. Sie geben: 
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7 (S-ART) = S@0-2T,-8.)-21(2P-2R,-S,), 
(26.) 





ne (ART) = S@P-2R,—S,)—-2R@20-2T,- S). 


Bezeichnen wir die hierin enthaltenen Werthe von = und — durch @G 
und /, so hat man also die Bedingung, dass 

Gdx-+ Hdy 
ein vollständiges Differential sei, und dann ist der gesuchte Factor y 


/ 

(Gdx + Hdı) 
econst. € 8 
Man erhält so den Satz: 


Wenn die Bedingung erfüllt ist: 


er OH 
no 
l rm Y Fe y 
G = —, [8(20-2T,—5,)—2T(2P—2R,—S,)] 
28.) Be 
Ho > 





[S@P-2R,—-S,)—-2R(20-2T,—S,)), 


4= S’—4RT 


>) 
und man setzt: 


/» N Made} Hdy) 
29.) v„ = CoNst. € 


\ / ‘ ’ 
so ist identisch: 
30) Piy3) = YFl). 
Der Fall = 0 erheischt eine besondere Behandlung, auf welche hier nicht 
eingegangen wird. | 
Bemerkenswerthe specielle Fälle vorstehenden Satzes sind, erstens 
0G ©H 


wenn A=T=0, S=]. Dann geht die Bedingung —— = über in 
oO COX 
ir oP Ö 
(31.) — = ie 
OX oy 


Zweitens wenn P=Q=0 und noch S=0, redueirt sich die Bedingung auf: 
(32, ö R, S k 2, 
ER oy R > u 


aus der folgt, dass a; ein Product der Form gla).y(@y), wo g und y 
beliebig. 


Weiter ist zu bemerken, dass aus der Identität ?(yz) =yF(z) sich 
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als Corollar ergiebt: Aus jedem particulären Integral einer der Gleichungen 


F(z)=dV, Plz) = 0 folgt sogleich eines der andern. Und endlich: 


v . P} >G 'H . . 
Falls die Bedingung -—— gilt, ist 
ot OL P 
y = eonst. nd Ta 


eine particuläre Lösung der Multiplicatorgleichung 


7 \ N y N ı_ /„,T /.,P ap = 
zh YS)., \ rl / \ f JA Ws V J 


)ze 
der Gleichung Rr+8s+Tt+Pp+0g=0, in der also Z=V. Denn dies ist 
gerade die dritte der Gleichungen (25.). Man schliesst dies aus der Identität 
P(yz)=yF(z) auch unmittelbar. Denn da für Z=0 man F(eonst.) = U 
hat, so folgt auch P(z.const.) = V. 


. . mn . oP ( 
Nimmt man z. B. wie oben R=- T-0. S-—-1 und 0 an. So 


UT ( U 


folgt aus (28.), dass 


’. fan t Pdy) 
/ - «& 
ein partieuläres Integral der Multiplieatorgleichung 
7 — [(»P . Un, no 
J zu \ I /ı4 u 0 


ist. Dies Integral multiplieirt mit einem Integral der ursprünglichen Glei- 
chung ist wieder ein partieuläres Integral der Multiplieatorgleichung. 


Die Einführung einer Substitution z = uz, mit der Absicht, « so zu 
ol coH 
oy Or 
diese Grösse in Bezug auf die Substitution z = zz, als invariant sich erweist. 


bestimmen, «dass allgemein gelte, ist deshalb ergebnisslos, weil 

Der bei den gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
ausnahmslos gültige Satz erhält also bei den partiellen Differentialgleichungen 
durch Auftreten einer Bedingung zwischen ihren Coeffieienten eine wesent- 
liche Einschränkung. Indessen zeigt es sich glücklicherweise, dass diese 
Einschränkung gerade besonders wichtige Differentialgleichungen nicht aus- 
schliesst. 


Capitel II. 


Ueber die der partiellen Differentialgleichung adjungirten vollständigen Differentiale. 


- 


e). 
Es sei wieder: 
Y ü 3 B. ‚y 4 en 
F(z) = Rr-+8Ss+Tt; Pp+Qg: Zz, 
DE) = (RO. HS + TO. (PO. (O8).+ ZE, 


und wir wollen ein Gebiet & in der xy-Ebene uns denken, über dessen 
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Areal das Integral JEr@)dxdy zu nehmen sei. Dann hat man: 
(33)  JER@)drdy = (sb(C)dedy+ (Udx+Vay), 


wo das zweite Integral rechts über den Rand von & genommen ist. Die 
darin auftretenden Grössen U und V will ich schreiben: 


0 .0+S OTL =, 
U= 3(- Ka -£0)+p£° 3 —«£T, 
(34.) | 
x , . o ©--S ( 2 O+S 
V=:(;, - io Er "gr 





Nicht ohne Weiteres liefert die partielle Integration diese Form des 

Randintegrals.. Da nämlich der Term ZSs von TF(z) zwei verschiedene 
’p Ö 

Formen des Randintegrals ergiebt, je nachdem man ihn als [S- dy oder £S- = 
auffasst, so erhält man /(Udx--Vay) symmetrisch, erst indem man die zwei 
so erhaltenen Formen von (33.) addirt und die Hälfte nimmt. Um aber 
sogleich zu den beiden unsymmetrischen Formen zurückgelangen zu können. 
addirt man noch 4 /d(2£9) hinzu, wo © beliebig. Die zwei unsymmetri- 
schen Formen ergeben sich aus (34.), je nachdem man S oder —S für 9 
setzt. Dies betrifft die Symmetrie des Differentials Udr--Vdy in Bezug 
auf de und dy. Um aber auch seine Symmetrie nach z und T zu zeigen, 
lassen wir © fort und fassen es wie folgt zusammen: 





iu ı£ 
a ee m 
——(Q, , 4 RER z 
Udxe-+NVdy = 2 — 2 — +5 +-T —— Id 
7 \ y zZ OX oy 
(34,.) . '. 677 mn 
a, 5 ‚6 
P--P. .S en ER Par 1 
Dun Er” Eu Bu | 
wo mit P- und Q; die Coefficienten von Z, und {, in (17.) gemeint sind, 


während P. uud ©. für P und Q geschrieben ist. Deich Vertauschung von 
- und z erhält man, bis auf das gleichgültige Gesammtvorzeichen, denselben 
Ausdruck wieder. 

Wenn man unter den Voraussetzungen des Satzes V des vorigen 
Capitels yz für [ einführt, so verschwindet das Differential identisch. 

Es ergiebt sich aus (33.), dass, im Falle 3 und © den Differential- 
gleichungen Fi) = 0, PT) = 0 genügen, die Grösse 

Udx + Vdy 

ein vollständiges Differential sein muss. 
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Es hat die Form: 
(34,.) Udr+Vdy = (az+Pp+yg)de+(e + P,g+Yıp)dy. 
Kin solehes Differential kann für eine beliebige Funetion z von z und 
y vollständig sein, oder nur auf Grund einer partiellen Differentialgleichung, 


der 3 genügt. Im ersten Falle müssen die Coefficienten @, ... &, ... ge- 
j oU oV s : \ 
wisse aus 5 — 7, = 0 leicht sich ergebende Formen haben. im zweiten 
ey O: 
oU oV ua ) ' 
wird man aus Sell 7 und der partiellen Ditterentialgleichung eine der 
ey oT 


Grössen 2, p. g. r, s, £ zu eliminiren und darauf die Coefficienten der 
iibrigen gleich Null zu setzen haben. In dem auf diese Weise erhaltenen 
Differential muss das obige Udr--Ndy enthalten sein. Somit scheint der 
Weg über das Doppelintegral ein Umweg und die Darstellung eines zur 
Differentialgleichung F(z)=0 gehörigen vollständigen Difterentials Udr ! N dy 
auf dem zuletzt angedenteten Wege allgemeiner und natürlicher. 


6. 
Wir können indess sogleich eine noch umfassendere Frage uns stellen. 
indem wir ein Differential der Form 


(Udre+-NVdy = (ez! Pp-yg+-ur-vs--ol)dr 


aAT 
N.) 5 ) } 
| 0,24+P,g+yıptur+rs+tolt)dy 
ansetzen, und die 12 Coeffieienten @, 9, ..., &, Ps ».. auf Grund der 
. » u . v/ . ( u ( 1} a 
Differentialgleichung F(z) und der Bedingung zu bestimmen 
( Y ern 


suchen. Man würde sodann, um die Natur dieser Differentiale zu erkennen, 
noch höhere Differentialquotienten von z zu berücksiehtigen haben, wenn 
es sieh nicht, wie sogleich erhellen wird, zeigte, dass die Herbeiziehung 
der zweiten Differentialquotienten schon ausreicht, oder richtiger, schon über- 
flüssig ist. Doch ist es keineswegs überflüssig dies durehzurechnen, wäre 
es auch nur, um die Forschung vor dem Einschlagen unfruchtbarer Rieh- 
tungen zu schützen *). Aber es handelt sich um mehr als dies, nämlich 
um Feststellung der »othwendigen Form des der Differentialgleichung al- 
jungirten Differentials. Dasselbe Differential erweist sich dann als in gleicher 
Weise auch der Multiplieatorgleiehung adjungirt, so dass es zwischen beiden 


*) Ich selbst habe mich lange auf falscher Fährte bemüht. bis es mir gelang. wie di: 
im Texte gezeiot wird. das Differential auf die erste Ordnune zu redueiren. 
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gewissermaassen ein Bindeglied bildet, und neben der Multiplicatorgleichung 
als dritte Grundform in der 'T’heorie der linearen partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung von grösster Bedeutung ist. 

Wir legen also die Form (35.) des Differentials Ude-+Vdy zu Grunde. 


’ ’ . a: el oV “r . . ’ 
Bilden wir die Gleiehune —- — —- = 0, so können wir aus ihr mit 
” oy 6©«r 
.. ’ al oF oF ” . » “ . . ” 
Hülfe von F=V, =: eu 0 drei Differentialquotienten von z elimi- 
3 i C 


niren. Zweckmässiger ist es aber, so zu verfahren: Wir führen drei neue 
Funetionen 4, ,, 4, ein und setzen: 


i ; AU n V i z h « F r ‘ F 
(6). ee 
5 cy OL ot ey 


Diese Gleichung nimmt die Form an: 

(WP2+W’p+W’a+ Wr + WISH WII W’ + WI 2: 

| HWPE4 WO = 0, 
wo 2,, ete. die dritten Differentialquotienten von z bedeuten. Es ist uner- 
lässlich, die Coefficienten W vor Augen zu haben. Sie lauten: 
W, = 0,-—a,t+HiZ+4, 2, +1Z,. 


. u: P, Ya—oıtAP | 4 (PA Z)- 4, P,, 
W® = y,-P,.+@+40+4,0,+4,(0,+Z), 
W® = —yıtl,-u,täR+hCRAP)HUR,, 
we — y-+0,—0,+4T+4,T,+4,(T, +0). 
Wi = —u+AR, 

Wi” = u—-v,+4,S+4,R, 
wi’ = v—o,+4,T-+3,S, 





wi’ = o+4,T. 

Ks müssen nun die hierin auftretenden 15 Grössen e, 9, z, u, vr, 0, 
A. % H,, Yı, 01, 2, 4,, 4, So bestimmt werden, dass sämmtliche W ver- 
schwinden. Diese Aufgabe wird wesentlich durch folgenden Kunstgriff er- 
leichter. Wenn wir (37.) nach x und y integriren, und durch partielle 
Integration so umformen, dass unter dem Doppelintegral nur noch z vor- 


kommt, so lautet der Coeffieient von 


Mr 
vın 


[> 


W fe w owı. ( wi.” ow” | aw" ) 
U fi 2 j Oy ) T or: oroy I oy’ 





‘ -(3 A3ygr (: a3 ygr (3 MEET IE 
A a: 


\.or or’oy i exoöy’ ey’ ) 
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Ich kann irgend eine Gleichung WV” = 0 ersetzen durch dies gleich 

Null gesetzte Aggregat. Wenn man aber die mit (37.) identische Gleichung 
(36.) nach x und y integrirt, dann wie so eben partielle Integration an 
wendet, so wird der Coefficient von z unter dem Doppelintegral: 

40.) PH +DPIG)+PN G,) 
nach der Bezeichnungsweise im Beweis des Satzes Il. iiber Multiplieator- 
gleichungen im vorigen Artikel. Auf Grund eben dieses Satzes ergiebt 
sich dann: 

a1) sa- au a) o. 


OX oy 
Ist nun [ ein partieuläres Integral der Gleiehung PL) = 0. un 
setzen wir | 
a a 
\ / ' 9x ‚ y 
so können wir 4 aus den Coeffieienten (58.) entfernen. Es bleiben, da (42. 
eine der 10 Gleichungen WV’ = 0 vertritt, zu bestimmen die Grössen eo, 9, 
YUV, 0, %ıs Bis Yı Us I Os 4, 4 aus 9 Gleichungen. Mithin sind 5 
von den vorstehenden Grössen willkürlich, als welche wir wählen 2,. 4, und 
die drei Combinationen 
(43.) BP+A,=0, u+rm,=0 v+0o, = (0, 
Wir setzen 
B=10 +9, A =109 -y, 


(44) u = 1O, + WW, v. = h 0,- u, 





v=10,+y7, 0, =19,—-, 

und können nunmehr das Problem völlig lösen. Zu bestimmen sind jetzt 
die Grössen a, Y, 0, 71 0, 4, 9, Y, z, und dies geschieht mit Hülfe der 
gleich Null gesetzten Coefficienten WW, W®, W“, von denen wir z. B. 
den ersten fortlassen dürfen. Aus den Gleichungen W° =0 folgen die 
Werthe von 0, «u, w, 4. Aus den Gleichungen W” =0 ergeben sich 
Y.» g. und endlich « und «@, aus den Gleichungen W® = 0. Dann enthalten 
die Coeffieienten des Differentials Udr--Ndy noch die willkürlichen Grössen 
hy, hi, 9, 9, 9, über die man beliebig verfügen kann, und sind sonst in 
den Grössen Z, P, O0 ete. und T zusammengesetzt. Es ist klar, dass der 
von den willkürlichen Grössen abhängige Theil für sieh ein Differential 
bilden muss, so dass wir ihn fortlassen können. Wir wollen indessen nur 
x %, ©, ©, Null setzen, und © stehen lassen. Dann fallen die Üoetti- 
cienten der zweiten Differentialquotienten im Differential (35.) fort. und dieses 
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redueirt sich auf: 





'z( 04 oSE ı oTZ T &) + = £) j vr 
(45. "N? 0x 1:02 - .OM 0. " % » qTojda 
+). ) 
5 “ C +) : Ss C IR ‘- i 0) si. co 
sy erg PE)+g( 5 +4s2) -pRE\ dy, 
- oy - oy oy y z A 


ein Ausdruck, der sogleich in (34.) übergeht, wenn © statt 9 geschrie- 
ben wird. 

Das vorstehende Differential enthält also, von © abgesehen, keine 
willkürliche Grösse mehr und ist auf feste Weise aus partieulären Integralen 
der Differentialgleichungen F(z) = 0, P(T) = 0 zusammengesetzt. Wir konnten 
natürlich sehr viel kürzer zu diesem Differential gelangen, wenn wir von 
vornherein die zweiten Differentialquotienten fortliessen. Allein es war gerade 
meine Absicht zu zeigen, dass sie in dem von den Differentialgleichungen 
abhängigen festen Differential nicht auftreten. 

Es scheint nicht überflüssig, unter einfacheren Voraussetzungen die 
obigen Formeln aufzustellen. Setzen wir 

F(z2)=s+up+eg+tws =(, 
Ude+Vdy = (ez+Pp-+yg+ ur)de+(ac-+P,g+yYıp+oddy, 


so lauten die Coeffiecienten W in ns — win +AF-+A, ER 4 Ei 0, wegen 
öy  Ox Or oy 

‚=0,0e=(0, w=0, 1, =, A=644, rt, P+ßı=9, undauchh u=—A, 
pe, = di 

W, = a,—a,+lw+(4w),+(4%),, 

WI” = P,—7.- tut), + (au), + WW, 

wi) = y,— Pt 0@+Co+(40),+(kv),+w, 

Wi” = —y—A,tAt, 

WW” = P-A+Sti, th, thotkn, 


Wi” = Ant he. 
Aus den gleich Null gesetzten W folgt: 


1 IP 2 “ 4 - ı a “ 7), 
164 en , \s 2 ze hi az Ag, — © r U), Ei v : [2 ‚W re > b) 
] “= 4 - ' - “ \ R » 4 - 9, 
a = — (6A, tik, +0 hu), tbutilwt—-, 
i j ' ) 
» = ee 1 (G . hir 9 bh, == h® — h,W) = .) , 
4 
> > vr. ” N e . r - \ N \ 
jPı ”. (CHA. +4, + ht TAU) 0) 


— A, — hd, 


> 
) 


— Aut it. 
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Wir wollen nun den Theil des Ditterentials Ude-+-Vdy fortlassen. 
den wir bereits berücksichtigten, der { und © enthält, und nur den Theil 
hinschreiben, der von den willkürlicehen Grössen 4, und A, abhängt. De: 
),, enthaltende T'heil ist: 

[2-.4(4,—Avw)—p-I(h,,+Ae)— ri, de 

+[2(40,,— Ar), } ),w) } g4(,, HAr)—p(h,,—Au))\dy. 
Man überzeugt sich dureh Rechnung. dass er, unabhängig von der Natur 
der Funetion 4,, ein vollständiges Differential ist. Der A, enthaltende Theil 
lautet: 
[2.(4(—,,+ Aa) — kw)— pl, + ku)+g(h,,— Ao)\dr 

+3. —4(r,,—Au)+g1(h,,+ u) -+4,1])dy. 

Auf diese Weise zerfällt also das ursprüngliche Differential Udr-NVdy in 
vier vollständige Differentiale mit £, ©, 4,, 4,, unter denen das mit [ eben 
einen besonderen Charakter hat. Doch werden wir von den übrigen eben- 
falls Gebrauch machen können, wie denn das Differential mit © bereits 
dazu diente, um das adjungirte Differential (mit T) symmetrisch zu machen. 

Hätte es sich nur darum gehandelt, auf diesem neuen Wege zum 
Randdifterential (34.) zu gelangen, so wäre dies natürlich sehr viel kürzer 
zu erreichen gewesen, wenn man von vornherein die zweiten Differential- 
quotienten fortliess. Allein durch die obige Analyse wird eben offenbar, 
dass sie in dem von der Natur der Differentialgleichung abhängigen 
Differential nicht auftreten; sondern bei partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung enthält es mit Nothwendigkeit nur die erste Ordnung der 
Differentialquotienten von z und von . Wenn andere Diflerentialquotienten 
darin vorkommen, so gehören sie eben Difterentialien an, die zum Differential 
(34.) additiv hinzutreten und die, unabhängig von der Beschaffenheit der 
Funetionen z und £, vollständige sind. 

Wenn beide Argumente der partiellen Differentialgleiehung imaginär 
angenommen werden, so ist man auf den obigen Weg angewiesen. um das 
adjungirte Differential zu erhalten. 


® 
In Bezug auf dieses Differential gilt nun ein merkwürdiger Satz: 
Wählt man zum Integrationsweg des Differentials eine Charakteristik 
der partiellen Differentialgleichungen F(z) = U oder BP) =V, d.i. eine Curve, 


.). 
ee 


>. 
4 
ch 


> 
)) 
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die der Differentialgleichung : 
Rdy —Sdxedy-+-Tdx' = 
genügt, so fallen aus dem Integral jenes Differentials auch die ersten Diffe- 
rentialquotienten von 3 fort. 
Wir wollen für Ude-+NVdy nicht die Form (45.), sondern die Form 
34.) wählen, d. i. setzen: 


7 a3 hi ( - J- S ( TL ” ) „9-8 om 
u = Ta ..0y 6%)+pS B 7% g-1, 
(34.) 
Br: f « J—S GE. ale, . 9+8 
> ri Ze = -CH )4 p-R+a > 





Dann geben die Coefficienten von p und q in Ude-+NVdy gleich Null gesetzt: 


N, GO — S rg Q- S 
+6.) ——de+Rdy=0, —Tde+ ——dy = 0, 


) ) 


woraus durch Elimination von © 

Rdy—Sdxdy-+Tdx' = 
hervorgeht, zum Zeichen dafür, dass die Curve, auf welcher die Grössen p 
und q unter dem Integral /(Udx+ Vdy) fortfallen, eine Charakteristik ist. 


Weiter folgt, wenn z. B. in der ersten Gleichung 


dy = = (S+YN), 4=S°—-4RT 
gesetzt wird, 
(PR Bee: ee 2 
Mit diesem Werth von „- gehen wir in das Integral /(Udx-+ Ydy) hinein, 


indem wir uns der Bezeiehnungen ur; 


ocs 
u > 
MH, — ) F x . , g -& 0, 
( [os ( a . 
“- M, = 1 — 4- CP 
“= © Or 


bedienen. Auf diese Weise wird das „charakteristische Randintegral“, wie 


wir es nennen wollen: 
PRIR a s 4 yA 
+8.) /(Udx- Vay) = /z JM, dxe-+ M,dy— d(+ E ) 


Im Falle Z=0 ist Mdxe-+-NM;,dy ein vollständiges Differential. Nehmen wir 
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beispielsweise A=T=0 an, so wird die Gleichung der Charakteristiken: 
(49.) Sdrdy = Q, 


und de=0, dy=0 sind die Differentialgleichungen der beiden Schaaren 
von Charakteristiken. Um über das Vorzeichen im dritten T’erm unter dem 
Integral zu entscheiden, benutzen wir die Gleichungen: 


Q)—S rm @) 4 NS 
5 de+Rdy=V, —Tde+ —;—dy =, 


(46.) 


in denen FY4 statt © gesetzt zu denken ist. Wenn R und T Null sind 
und de nicht, so ist FY4—-S =0 also +Y4= —S. Also ist —S statt +4 4 
für die Schaar dy = 0 zu setzen, ebenso +8 statt +1 7 für die Schaar de = 0. 

Dadurch erhält für die Charakteristiken dy=0 resp. dr = 0 unse: 
Integral die Formen: 

(D0.) Js 2O\ de, Is} Dr -öP) dy, 

die wir später direet herleiten wollen, wobei sich auch neue übersichtlichere 
Ausdrücke für das charakteristische Randintegral (48.) ergeben werden. 


°. 
Das im Vorstehenden besprochene Differential (35.) 
Ude+Vdy = (az+Pp+yg)dce+(a,2-+P,g+yıp)dy, 

in welchem die Coefficienten @, P, 7, %, P, 7ı die oben angegebenen Be- 
deutungen haben, ist zwar die nächstliegende derartige Bildung, und wird 
wegen seines einfachen Zusammenhanges mit dem Flächenintegral die häu- 
fioste Verwendung finden. Es ist aber keineswegs überflüssig, andere Diffe- 
rentiale aufzustellen, welche nicht aus dem Flächenintegral hervorgehen, 
und welche unter Umständen noch nützlicher wie jenes sein können. Mit 
ihrer näheren Theorie werde ich in dieser ersten Mittheilung mich nicht 
beschäftigen. Ich erwähne deren zwei: Setzt man erstens: 











U,de+V,dy = |a z+b p+e g+Ir+ms-+n t-+ + /(Ude+YVdy)|\dr 
(51.) i ra : 
| a2+b1q Fap+Ir +ms+nt+ /(Udx -Vdy)|dy. 
so ergiebt die Bedingung 
ke oU oV Ö ( 
92.) —t--— = (az+bp+--)+V—- --(a2+b,g+.)—- U = 0 
Ar er = .\ an® a, 2 big [ 
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ein neues System von Gleichungen für die Coefficienten a, b, ... a, bi, ».. 
in Verbindung mit den Coeffieienten in Ude-+NVdy. Bildet man über 
oU oV ' ' r 
»—-... das Doppelintegral mit den Diagonalecken «, 5; X, Y (e, ? 
oy OX 
stehen mit den oben so bezeichneten Coefficienten ausser Beziehung), welches 
lautet: 


(U, Nar— / VCX, y)dy- [ Ua, B)dr+ / Vo, y)dr, 


7 A 

so bleibt darin ein Doppelintegral mit den nämlichen Diagonalecken übrig. 
(Gleiches gilt von jedem anderen Umfang, über dessen inneres Grebiet 
OU, 


( y OX 


integrirt wird. Das übrig bleibende Flächenintegral hat stets 


die Begrenzung des ursprünglichen. 
Setzt man zweitens: 








} £ | , ! | ® ; 
j U,de--NV,dy = a z+bp+eg+ + f(a.2 -mp+y.gq+)oy|de 
99.) 2 Pr 
' | ) | ı 9 \_ A, \ N; 
- a2+bgrep Ben + (2 + Bag+y3p- )ox|dy, 





so ergiebt sich ebenfalls ein neues System von Bedingungsgleichungen für 
die Coefficienten. Um dies in einem einfachen Falle aufzustellen, für 
F(32)=s+up+eg+wzs=0, und 


U,de-+NV,dy = a 2+b p+ [ @,s- Psp -.q)öy |da 


- 


N N x | . ! « 
+|[a3 bıg+ / (4,54 ,9473pP)öx | day, 





Ki BR 
so ergiebt sich aus Zu = = ‚ und wenn ,—-,=4o, ,—P,; = 49, 
yı-y; = Iy gesetzt wird: 

VD = a,—a,-w(b—b)+J4o, 

(94.) = b- a— ub—b)+4P, 

0 = a—b,— v(b—-b,)+4Y. 


Die Grenzen x, und y, der Integrale sind ganz beliebig. Auch hier bleibt. 
: i oU Br. - x . } = R i 
bei der Integration von —-— 7, über ein (rebiet, ein Flächenintegral mit 


OxX 





derselben Begrenzung wie das ursprüngliche übrig. 

Im Anhang zu dieser Abhandlung ist gezeigt, wie das Differential 
(53.) benutzt werden kann, um nicht bloss das Randintegral, sondern auch 
das Flächenintegral, wie es die Multiplieatormethode liefert, zu erhalten. 
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Capitel IV. 
Die Reduction der linearen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Die Aufgabe der Reduction der linearen partiellen Differentialglei- 

ehungen zweiter Ordnung: 
F(z) = Rr+Ss-+-Tt+-Pp+0g+Zz = 0 

besteht darin, durch reelle Substitutionen für die Variabeln @, y, z, bei denen 
die Differentialgleichung nieht aufhört linear zu sein, sie auf die möglich 
seringste Anzahl von Gliedern zurückzuführen. 


4, 


Wir beginnen diese Untersuchung bei der Differentialgleichung mit 
eonstanten Uoefficienten R, S, ... Z. Die alsdann anzuwendenden Sub- 
stitutionen sind: 





= ac Py, 
(29., n = Wze+PY, 
EEE ° 


Wir beschränken uns zunächst auf die Einführung der Variabeln &, » statt 
z und y, und ersetzen erst nachher = durch £. 

Man hat, unter p, q, ... die Differentialquotienten von 3 nach den 
<, n verstanden: 
p = p 0d- qg0, 


! 


q = pP+gP 





dr N‘ ! 1) ! ! > 
26.) r = ra +2saa, +te!, 
\ / 1 \ 
m. „' .) ! .) ' “ai ! > 
s =7I 0 rs (aß, Ta,/, t ta, 
22 r4 'd 2 2? 
! = r,) +2s PP, riP:. 


Dies eingesetzt erhält man die Gleichung: 
Rr+Ss+Tt+Pp+0Qdg-+Zz = (, 

in der: 

R == oe R Has t 9° T, 

S = 2aa,R-+(aß, +a,P)S+2PP,T, 

(56 *.) T = «R+a,P,S+BT, 

P = «aP+ßQ, 

0 = m,P+P,d. 

Dass AR, S’, T' nicht fortfallen können, ohne dass AR, S, T Null sind, ist an 

sich klar; aber es folgt auch, dass P' und Q’ nicht zugleich fortfallen können. 
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Was nun die Coeffieienten AR’, S', T' anlangt, um die es sich bei dieser 
ersten Substitution vornehmlich handelt, und von denen man möglich viel 
zu beseitigen bestrebt ist, so dienen zur Uebersicht der einschlägigen Möglich- 
keiten folgende Relationen. 
Zuerst die Umkehrungen 

RP—-PPS+TP = AR, 

Roe;—ooS+Te = ST, 
2R a, —S'(ap, +m,P)+2Tap = — IS, 


% PRO / ) 
A= 0, - aß. 





Eine weitere Relation erhält man wie folgt. Setzen wir R'=(0, so 
ergiebt sich: 
B= zp(-S+E/S—ART), e= +1. 
Setzt man diesen Werth von % ein in S’ = 2aa, R+(aß, +0,P)S+27PP,T, so 
findet man: 
58) S’ = e4YS’—ART. 
Dieselbe Relation folgt natürlich auch aus T = 0, und auch aus !=-T =V0. 
Drittens und letztens gelten folgende Relationen: 
R(o,S+2P,T)’+@T(S’—-4RT) = 0, 
T(«S+2PTY + R(S’—4RT) = 0, 
R'(P,5+2a,R)’+PT(S’—-A4RT) = 0, 
T(PS+2«eR)+P}R(S’—4RT) = d. 
Diese vier Relationen erhält man durch Elimination von 


P au S=-0 und R=e’R+opS+PT, 


(59.) 





Mn .% ) „ T=aR+oß,S+PAiT, 
26 N 5 R = ete. 
er nr PERBEEE u5 v1 


Mit Hülfe der vorstehenden Formeln vollziehen wir zunächst die reelle 
Neduetion der zweiten Differentialquotienten auf ihre geringste Anzahl, und 


==) 
unterscheiden dabei die Fälle S’—-4RT>DV. 
u. 


1. Für ’—-4RT=V0 folgt aus (58.), dass, wenn einer der äusseren 
Coetfieienten R, T Null ist, der mittlere S’ es auch sein muss, mithin 
bleibt nur einer der äusseren übrig. Da AR’ und T’ Quadrate werden, so 
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» . . rY .. u 3 . . 0} . 
findet irgend eines der Verhältnisse = seine eindeutige Bestimmung, 


das andere bleibt zur Verfügung. | 

2. S’-4RT 0. Hier können wir sowohl S’ allein als auch AR’ und 
T' zusammen zum Verschwinden bringen, nicht aber S und R' oder S und T. 
PB 
a a 


Durch S = 0 findet nur eines der Verhältnisse seine Bestimmung. 


Ausser S’ kann deshalb nicht noch einer der Coefficienten R' und T ver- 
schwinden, weil aus der Gruppe (59.) folgt, dass dann noch der andere 
verschwinden müsste. Bringen wir R' und T zum Verschwinden, so wird 


3 3 
dadurch und ß, so bestimmt. dass 


[04 


(60) + = 5 und ar -7 
sind. Weiter haben für S=0, wie ebenfalls aus Gruppe (59.) hervorgeht. 
R' und T’ verschiedenes Vorzeichen. 

3. 8°’—-4RT<Z0. Hier kann weder R' noch T Null werden. Die 
Reduetion beschränkt sich also auf SS —=0, und dann haben R' und T, wie 
aus (99.) hervorgeht, gleiches Vorzeichen. Man hat also folgende redueirte 
Formen: 

Rr+Pp+Qg+Zz=V0] 
Tt+Pp+0Q0g+Zz=0J 
(61.) Ss+Pp+Qg+Zz=0\ ART 

Rr—-Tti+Pp+0Qg+Zz=V0 Fr Ye 
Rr+-Tt+Pp+0Qg+Zz, S’-4RT<O, 


S—-4RT=V(, 





wo in der vierten Gleichung der Uebersicht wegen das negative Zeichen 
eingeführt ist. 

Ich werde die Differentialgleichungen der beiden ersten Formen 
parabolische, die der beiden zweiten Ayperbolische, die der dritten Form 
elliptische nennen. 


10. 


Die Substitution C = ze'*" oder z = Ze''"" dient dazu, um die übrigen 
} \ 


= eic. 


Coeffiecienten P', Q', Z zu redueiren. Die Differentialquotienten ... 
Us 
durch 7, z, 0, 6, r bezeichnet, werden die Formen von Differentialgleichungen. 
auf die es noch ankommt: 


Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 4. 34 
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#2.) eR+n(2AR + T)+20+{L(A’R-+AP'+BQ'+Z) = 0, parabolisch. 





29, JS’ +a(BS’+P)+2(A8’4-0) 

ao +£(ABS’+AP'+BO'+Z) — 0, 7 

3. jeR'—T+n@AR+P)-+z(-2BT +0) eng 

a HECAR—-BT'+AP'+BOQ'+Z) = 0, 

. . feR'+TT'+a@AR'+PY)-+x(2BT +0) in 

62,. */PBP'ı P?T.ı 4p' sch elliptisch. 
+C(AR+B’T+AP'+BQ'+Z) = 0.) 


Bevor wir zur Diseussion dieser Gleichungen übergehen, erinnere ich daran, 
Ad 


4 ° ‚nn, : . . P, « ‚vv 
dass die erste (62,.) entstand, indem wir so bestimmten, das T =, 
a 


I 
) 


’ a . /J 
wodurch auch S' = 0 wurde In (62,) sind — und 
& 


a 
= bestimmt als 
Wurzeln von @T+2S+-R=0. In (62,.) und (62,.) ist nur eins von beiden 
Verhältnissen bestimmt. 

Was nun zunächst (62,.) anlangt, so können wir A und B so be- 
stimmen, dass die Coefficienten von = und { verschwinden. Setzen wir 
aber den von z#, d.i. ! = «,P+P,0, gleich Null, so giebt dieser Werth des 
Verhältnisses 4 ‚nn T=aR-+«aP,8-+p}T eingesetzt: 

(63.)  RQ’-SPO-TP = 0 
als Bedingung dafür, dass die partielle Differentialgleichung F(z2) =) in eine 
gewöhnliche übergeht. 

Sodann (62,.). Es können, durch Verfügung über A und B, za und x 
entfernt werden oder € allein, nieht aber zugleich Z und 2 oder { und ı. 
Setzen wir nämlich zugleich die Coeffiecienten z. B. von { und z gleich 


Null, so folgt: 
PQO-ZS = 0 


oder 


(aP+B0)(,P+PB,0)+Z8' = 0, 


und hieraus folgt wegen S’ = 2a, R+(aß, +a,9)$+2PP,T und 


BEN ET ER. RB, _R, 
(60.) "5 ee er ee ie 


(64)  RQ’—POQS+TP’+Z(S’—4RT) = 0 
als Bedingung dafür, dass die partielle Differentialgleichung F(2)=V auf 
Quadraturen zurückführbar sei. 

Endlieh (62;.) und (62,.). Mit Hülfe von A und B lassen sieh 
a und z, = und Z, aber nicht immer auf reelle Weise z und £ oder # und ({ 
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beseitigen. Denn setzen wir in beiden Gleichungen P=0,. Q@=0, mithin 
P'=0, Q =0, woraus, wenn wir den Üoeffieienten von z Null annehmen. 
auch B=0 folgt, und nehmen noch S=0 an, so wird der Coeifieient von [ 
A’(e«R+FT)+Z, 
was, Null gesetzt, keinen reellen Werth von A zu ergeben braucht, obschon 
nur eines der Verhältnisse e ei festgelegt ist, mithin z. B. « und > will- 
kürlich bleiben. So kann man auch nicht zugleich, wie es auch sei, 7, z, [ 
beseitigen. Denn wenn aus den gleich Null gesetzten Coefficienten von 
n und 2 


P 0' 
1i=-;u, P=- 
2R 21 
in den Coeffieienten von { eingesetzt werden, so wird er: 
y p"’ 0’ 
= 8) 
EN R' T' 12). 
Schreibt man dies: 
PPT—PO'S+O"R , 
(. X | u. 


S’—4RT 
(wegen S = 0) und bedenkt, dass S'—4RT und RO’— POS-- TP'+-Z(S —-4RT 
(die linke Seite von (64.)) in Bezug auf die Vertauschung der ursprünglichen 
mit den accentuirten Buchstaben Invarianten sind, so folgt eben, dass die 
Substitutionscoeffieienten nicht im Allgemeinen so bestimmt werden können, 
dass die Coeffieienten von £, z und 2 verschwinden. 

Im Ganzen führt also die vorstehende Reduetion auf folgende Formen 
von partiellen Differentialgleichungen mit 3 oder weniger Gliedern, bei 
welchen ich die gewöhnlichen Differentialgleicehungen zweiter Ordnung. anf 
die, vermöge der Bedingung (63.), partielle Differentialgleichungen manchmal 
zurückgeführt werden können, fortlasse: 

Ro-+0x = 0 parabolisch. 
S0+Pa+0x = 0. 

So0o+ZC =(, 

(65.) Ro-Tr+P,.n oder Oz =0, 
Roe—-Tı+Zz = 0 
Ro+Tr-+P, a oder O2 =, 
Ro+Tı+ZL = 0 


i- 


hyperbolisch. 








elliptisch. 


Es sind S,, T,, R, nur positiv gedacht. Die übrigen Coeffiecienten können 
beliebiges Vorzeichen haben. Dann kann also keine der Differentialglei- 
chungen einer der vorstehenden Klassen durch die Substitutionen reell aut 


4 


‘) 
«) 


1% 
+ 
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eine der beiden anderen Klassen zurückgeführt werden. Aber auch inner- 
halb der drei Klassen lassen sich die veiscehiedenen Formen nieht immer 
veell auf einander redueiren. 


Da man bisher zur Reduetion nur die Verhältnisse E n der Sub- 
stitutionseoeffieienten benutzte, so kann man noch « und e, verwenden. 
Doch einfacher ist es, in den Gleichungen (65.) nochmals eine Substitution 
<S=g.$5,n=h.n, einzuführen. Wir wollen zur leichteren Uebersicht die 
Buchstaben z, p, g, ... zurücksetzen und neue Coetfieienten A, « einführen, 
und erhalten endlich das System: 
ai: A parabolisch. 
stAptug =Q\), 
riss = DO, 

(66.) r—It4Ap oder wg = 
r—t+tiz = 0 


hyperbolisch. 





r+t+Ap oder W“g=Q,| 
r+ti+iz = 0 
Jede vorgelegte lineare partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung lässt 





elliptisch. 


sich auf eine dieser Gleichungen zurückführen. Darunter alle elliptischen 
Ditferentialgleichungen auf die Form r+t+4z=0, alle hyperbolischen auf 





die Form s oder r—t+4z=0. Es können in den vorstehenden Gleichungen 
auch A und « Null sein. 

Die Aufgabe der 'T'heorie der linearen partiellen Differentialgleichungen 
ist es, die eigenthümlichen Lösungen jeder dieser Formen zu studiren und 
wohl zu sondern. Ohne Zweifel wird man unter gewissen Voraussetzungen 
diese verschiedenen Lösungsformen dureh Einführung complexer Variabeln 
wieder vereinigen oder doch sehr verringern können. Andererseits aber ist 
es wahrscheinlich, ja dureh die nähere Untersuchung der Lösungen von 
s-ap--eg-wz = UV und von r+t= 0 ausser Zweifel gestellt, dass man unter 
Umständen auf reelle Variabeln sich beschränken muss. 


Capitel V. 


Reduetion der linearen partiellen Differentialgleichungen mit variabeln Coeffieienten. 
11. 
Nun seien die Coefhieienten R ete. in 


F(2) = Rr.}Ss+ Tt4+-Pp--Qg4 23 = 0 


u 
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Funetionen von z und y. Wir führen die Substitutionen 


(67.) y(a,y)=F, Yla,y)=n 
ein, und die Bezeichnungen: 


oE 2 0E E on on 
— 51 .- > E55 
Ox oy Ox oy 
o°E ” om 
Az Sm etc., Ey Aa N, elc. 
Alsdann ist 
zZ - 2, 
p= PsırqN 
}- ’ 
RE qg = pS+qN: 
(68. ) 
=) f“ > ! > 'c ! 
r = r&r2sntenmtpentg Nu 
= rinnen) +Hmn+psotgı 
w;: 5182: 78 (Sı 27 s2flı, har Pp se N 
= rent +psa+gNne 





Durch Multiplieation mit den Coefficienten AR ete. und Addition folgt: 


(69) Rr-+Ss-+Tt+Pp+0Qd+272: = (0, 
wo; 
R' u R:&; I SE, $, I T&;. 
Bi 2RS, N, S($, N; &,n,) TE.0, 
! = Rn+Snn.-+ Th}, 
P = FRE. | SS | T:; | PS, US). 
0 = Rnı+Sn.+ Tn»+Pn,+0n:. 
u = 2. 


Vergleicht man das System (70.) mit dem System (56.), so sieht man, 





dass die drei ersten Gleichungen der beiden Systeme übereinstimmen, wenn 
man &, &, 7, 7» mit o, ?, a, P, vertauscht. Es werden also auch alle in 


Bezug auf die ersten drei Coetficienten gültigen Formeln und Sätze, welche 


Le) 
bei den eonstanten Coefficienten zu Tage traten, auf die variabeln übertrag- 
bar sein. 

Aber die Bestimmung der Funetionen &, 7 von z und y, vermöge 
deren die Reduction der Glieder zweiter Ordnung auf ihre geringste Anzahl 
stattzufinden hat, erheischt Integrationen. Diese können wir in elegante 
Form bringen. 

Es mag vorangeschiekt werden, dass es wieder auf das Zeichen der 
Grösse S’-- 4RT ankommt. Indem wir bei der sonstigen ungeheuren Zu- 
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sammengesetztheit des Problems hier natürlich hinsichtlich der Beschaften- 
heit der Coeffieienten R etc. die einfachste Voraussetzung machen, dass 
sie stetig, ja zunächst einmal nur ganz und rational seien, wird S’—4RT 
durch die ganze Ebene Null, positiv, negativ sein können, aber auch theils 
positiv, theils negativ, beide Gebiete durch Nulllinien von S’—4RT getrennt. 
Wir wollen die Trennungslinien vor der Hand auf sich beruhen lassen, und 
annehmen, dass wir nur Gebiete um uns haben, in welchen S’—4RT sein 
Zeichen nicht wechselt oder Null ist. 
Nun sel 
ds=Ssda+sdy=0, dyn= nda+ndy=V\, 

woraus folgt: 


R' = ©, (Ray’—Sdrdy+Tdz?), 


da 


T = a (Rd,y —Sdxcdy-+-Td,x’). 


” EN i dı dı i Mr na 
Ist nun S’—4RT 0, so kann man —°-, -”- als die Wurzeln der Gleichung 


dr d ‚e 


1) Ry’—-Sy+T = 0 
ansehen. Somit sind 
2) yay)=S5 My) 
die Integrale der gewöhnlichen Differentialgleichung 
Rdy—Sdady+Tdx’ — 0. 


und durch diese Substitution wird die partielle Differentialgleichung redu- 
eirt auf 


(73.) S'’s+-Pp+Q0'g+Z3 = (. 
Falls S—4RT nicht positiv ist, so bleiben die Formen 
(4) Rr+Pp+0Qdg+Zz = 0 
und 
(75.) Rr+Tt+Pp+0Qg+Zz = 0 
übrig. 
Hinsichtlich der heduetion der übrigen Glieder (nicht zweiter Ord- 
nung) sind hier die Verhältnisse verwickelter. Die Substitution 
——- Lem) 
führt hier nämlich nur noch ein willkürliches Element, die Funetion #, ein, 
während bei den partiellen Ditferentialgleiehungen mit eonstanten Coef- 
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fieienten die Substitution z = Ce''”” die beiden willkürlichen Elemente A 
und B enthält. Es kann also nicht einmal angenommen werden, dass das 
System (65.) die Grundformen auch bei variablen Coeffieienten erschöpfe, 
da hier eben zu einer so weit gehenden Reduetion nicht genügend willkür- 
liche Grössen zur Verfügung stehen. Indessen werden bei allgemeinen 
Untersuchungen über partielle Differentialgleichungen mit variablen Üoef- 
fieienten jene Hauptformen (65.) doch wohl zum Ausgang dienen müssen. 
Die Differentialgleichung der Charakteristiken 
Rdy —Sdedy+Tdx' = 0, 
deren Integrale 


/ 


po(z,y) = const.=8, Ya,Yy) = const.= 7 
sich im Falle S—4RT= 0 auf eines reduciren, liefert also in diesem letzte 
ren Falle — dem Fall der parabolischen Differentialgleichungen nun 
eine Curvenschaar, im Falle S’—-4RT>0 liefert sie zwei reelle Curven 
schaaren, und, wenn S’—4RT<Z0, kommen zwei imaginäre Curvenschaaren 
heraus. Bei eonstanten Coeffieienten bilden die Curven Systeme paralleleı 
(reraden. 


12. 

Noch ein Punkt werde zum Schluss der Reduetion berührt, nämlich 
die Frage nach der unbestimmten Integrirbarkeit der partiellen Difterential- 
rleiehung mit variablen Coefficienten, für welche wir bei eonstanten (oef- 
> > 
tieienten die Bedingung (64.) fanden. Es fragt sich also: Unter welchen 
Bedingungen ist F{z) auf die Form 

Zn cl ol’ a 
BR: -M -NI 
UOX ( Y 
zu bringen? Hierin ist 
I = Ap+bg-+Cz. 





Die Vergleichung der Coeffieienten in F(z) — er -M . NI' ergiebt: 
LA = R, 
LB 1 MA — S, 
Pr MB=[T, 
(1T.) | 
L(A,+C)+MA,+NA = P, 
LB,-+M(B,--C)+NB = Q, 
LC,+MC,+NC = Z. 














272 P. du Bois-Reymond, lineare partielle Differentialgleichungen Tl. O. 


Aus den drei ersten Gleichungen folgt: 

AT-+-B’R—-ABS = (. 
Kliminirt man weiter mit Hülfe der ersten und dritten Gleichung Z und M 
aus den drei letzten Gleichungen, weiter aus den so erhaltenen Gleichungen 
N, indem man diese Grösse aus deren dritter in die beiden vorhergehenden 
einsetzt, so zeigt sich sogleich, dass man durch Einführung von 


A B 


C — A,.. (C — B, 


die Grösse C aus den übrig bleibenden zwei Gleichungen gänzlich besei- 
tiven kann, und man behält im Ganzen die drei Gleichungen: 





A\T+BIR—-A BS = 0. 
( A, m od, > f ) r 
(78.) B,R 5, 1 A,1 By A,B,P+ABZ+BR = (0, 
BR + AT u -ABO0+ABZ-AT = 0 
i nie ji | FRRTTR ol | BE Ki ri 
aus denen folgt, dass die Ueberführung F(z) = L =“ MEZ, +-NI' einer Be- 


dingung unter den Coefficienten von F(z) unterliegt. Es ist dies der Fall 
des Monge- Ampereschen Zwischenintegrals. Da übrigens die erste Glei- 
chung (78.) zwei Werthe für das Verhältniss B’ zu A’ ergiebt, so erhält 
man zwei intermediäre Integrale, die zusammen das „allgemeine“ repräsen- 
tiren. Der Fall?=0, T=V0 ist besonders zu betrachten, da dann A oder 
BD Null sein muss. Dann kann man aber ansetzen: 


( , | 
I, 3, (Ap-- Bz)-- M(Ap+bz) = st up+eg+wz, 
oder 
Ö | | / l >. \ — 3 | “ { . 
L (Ag+Bz)+M(Ag+bBz) = s+up-+eg-+ wa. 
Aus der Gleichsetzung der Coetficienten in der ersten Gleichung folgt 


v = ue-4ev,, aus der zweiten @=wec-+au,. welches also die übrigens be- 
kannten Bedingungen sind, unter denen allein s+ap-+-eg-+wz integrabel wird. 


Durch die Substitutionen 


f (z, _ FE S, vl, Y) - 
welches im Falle positiver Diseriminante die Integrale der Differential- 
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gleichung: 
Rdy —Sdxedy+Tdx' = U 
waren, wurde F(z) auf: 
Ss+Pp+0dg+Zz = 0 
redueirt, wo: 
S' = 1$’—-4RT(&,n.—$;n,) 


war (58.). Netzen wir 


p 0 zZ 
-—_y, - —®p, — m 
S s s' \ 


und bezeichnen mit £ das Produet von YS’—4RT in eine unbestimmte 
(grüsse, so ist 


fdxdy&(&n—Sn)(s+up-+eg +wz) = SdEdnS(s+up-+eg + wa). 


Somit ist die Integration nach x, y verwandelt in eine solche nach &, », 
und wir können nun nach unserem Belieben von der Bedeutung der Variabeln 
f, n absehen. statt ihrer x, y schreiben und uns darunter jetzt orthogonale 


Coordinaten denken. Wir können mit einem Wort an Stelle der allgemeinen 
Differentialgleichung F(z) = 0 im Falle des positiven S’—4RT diese setzen: 


sTuptvg+wz = V). 


In den Anwendungen ist diese hyperbolische Form, obgleich mehrfach darin 
auftretend, doch bis jetzt wenigstens nicht die belangreichste. Es scheinen 
vielmehr die elliptischen Differentialgleichungen, schon ihrer Beziehungen 
zum eomplexen Functionsbegriff wegen, im Vordergrund zu stehen. Dennoch 
bieten die hyperbolischen Formen der Forschung den äusserst nützlichen 
Anhaltspunkt der reellen Charakteristiken dar, die es uns ermöglichen, wenig- 
stens einer Art von Grenzbedingungen die Integration anzupassen. und bei 
einer anderen nicht weniger lehrreichen Art gestatten, das rein analytische 
Problem zu erkennen, auf welches fast alle Grenzbedingungen auch bei 
elliptischen Differentialgleichungen führen. Die parabolischen Ditterential- 
gleichungen sind dann zunächst als Grenzfall der hyperbolischen zu be- 
handeln, zeigen aber bei genauerem Eingehen Eigenthümlichkeiten, welche 
unter den übrigen Differentialgleichungen ein Analogon nicht besitzen, 
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Capitel V1. 
Die einläufigen Integrale der hyperbolischen Difterentialgleichungen. 
14. 
Der Hauptsatz über die Integrale der Differentialgleichung 
F(z) = Rr-+Ss+ Tt-+-Pp+0Qgqg+Zz = 0 
im Falle S’—4RT> 0 lautet: 

Wenn ein Curvenstück P; PB, gegeben ist, das 
PB von keiner Charakteristik mehr wie einmal ge- 


SL. | schnitten wird, und längs dieser Curve z und p 


®; oder q, also z, p und q gegeben sind, so ist z im 
ganzen von Charakteristiken begrenzten Curven- 
viereck WB: PB; PB, bestimmt. 


>»: Wir betrachten zunächst nur das Dreieck 
[* ö SP; %,, und es handelt sich nur darum, dass %, 
N, bestimmt sei, denn dann ist nach demselben Satze 


jeder Punkt 9, bestimmt. Dieser Satz wird im 
Falle der linearen Differentialgleichung F(z) = 0 auf einen andern zurück- 
seführt. Denn integriren wir das totale Differential 
Ude+Vdy = (ez+Pp+yg)de+(a,2-+P,g+y,p)dy 
über den Weg BE B, PB, so lassen die Integrale 
“R rt 


u 


®B, R, 
eine bemerkenswerthe '"I'ransformation zu. Nach dem Satz Art. 7 fällt 
aus ihnen durch partielle Integration p und g heraus, da sie längs Charakte- 
ristiken genommen sind, und in den Coeffiecienten von z tritt noch das der 
Multiplieatorgleichung 2(&) = 0 genügende € auf. Nimmt man nun an, 
(dieses lasse sich zugleich so bestimmen, dass die Integrale selbst ver- 
schwinden, so dass nur die bei der partiellen Integration vor die Integrale 
vetretenen Glieder übrig bleiben, so ist 3 für %, durch das Integral £ und 
e 


die Werthe von 3 für B, und $, ausgedrückt. Eben vermöge jenes Satzes 
Art. 7 lässt nun diese Bestimmung eine wichtige Abänderung zu, welche 
der Zweek des Satzes ist. Man denke sich nämlich das Curvenstück BW, 
so deformirt, dass es allmählich in das Charakteristikenpaar BB; übergeht: 
alsdann fällt auch aus den Integralen 


& / 2, 


L\ 


J 
“r 
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p und q heraus, und z in’, ist bestimmt durch z längs den Charakteristiken 
PP, PıPB. Dies ist also eine neue Bestimmungsart. Man kann die Curve 
PB; z. B. streekenweise ersetzen durch Winkelstücke von Charakteristiken. 
Immer wird längs solchen p und g fortfallen, »s allein zur Bestimmung 
dienen, theils unter den Integralen, theils durch Einzelwerthe an deren 
Grenzen. Um diese Bemerkungen zu vervollständigen, wäre noch auszu- 
führen, was bei Stetigkeitsunterbrechungen von z stattfindet, worauf ich 
schon im $ 112 meiner „Beiträge“ hingewiesen habe. 

Die Unstetigkeiten der an der Grenze gegebenen Function pflanzen 
sich in die Integraloberfläche fort längs den beiden die Unstetigkeitsstelle 
passirenden Charakteristiken. 


15. 
Diese Aufstellungen sind es im Wesentlichen, welehe im Folgenden 
genau durchgeführt und begründet werden sollen. Wenn nun auch in den 
Anwendungen, wie später zu zeigen, Charakteristiken auftreten, die keines- 
wegs Systeme der z- und der y-Axe paralleler Geraden sind, so ist es doch 
vorläufig von grossem Nutzen, sich auf solche zu beschränken, d. h. als 
partielle Differentialgleichung eine solche der Form 
F(z2) =s+up-+rveg+wz = 
anzunehmen, wozu wir nach dem Schluss des vorigen Capitels berechtigt 
sind. Die auf vorstehende Gleichung bezüglichen Ergebnisse sind dann 
leicht auf die allgemeine zu übertragen. Wir werden zunächst einen «dem 
vorstehend angedeuteten entgegengesetzten Weg einschlagen, um zu den 
genauen Hauptsätzen der Theorie zu gelangen, wobei es nichts verschlägt, 
ob unser Verfahren zunächst ein unstrenges ist, ein Mangel, dem abzuhelfen 
eben unsere fernere Aufgabe sein wird. 
Die Charakteristiken sind also jetzt die 


a, =. 
Schaaren x = constans, y = constans. Der erste = 
. . NY a . . B, B 
und wichtigste Satz über die hyperbolischen 
Differentialgleichungen ist dann dieser: 2, y 
Eine Function z= f(x,y) ist eindeutig be- k 
stimmt in dem Rechteck R, wenn sie auf zwei 
aneinanderstossenden Seiten von ihm beliebig ge- R N 
geben ist und der Gleichung F(z) = 0 überall 3 u: 
‚3 ./I 


im Innern genügt. Die willkürlich gegebenen 
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Functionswerthe müssen im Eckpunkt der zwei Seiten stetig sein. Die Be- 
dingung, dass der Differentialgleichung F(z) = 0 im Innern durchweg genüge 
geschehe, auferlegt der Function z am Rande, d. i. in jenem Seitenpaar ge- 
wisse Bedingungen. Sie muss dort mit ihrem ersten Differentialquotienten stetig 
sein. Unstetigkeiten von z= f(«, y) oder = f(x, P) pflanzen sich in das Rechteck 
in der x- oder y-Richtung fort. 

Des Folgenden wegen leiten wir zwei Formeln ab. Multiplieiren 
wir 2 einmal mit 4, einmal mit « und integriren nach x resp. y, so folgt: 
).(q-+-uz) rs dr )s(wi— Oku )+g(0r— a )! Br 


OR 
6) 9 





’ \ hi OUON\, _/ ouN\ _ 
u(lp-+ez)+ / dy (wu )-+p(uu- x ): —(, 
er \ ( Y ( y 


oder durch geeignete Bestimmung von A und « 


1 


fede, R “2 fode/ ouN\ 
’" I- 47) -- pP’ 2m — — } 
e (g+uws) -/ deze \w-uw-—. _) 0, 
(RN “ 
(80.) 
/udı Y “ \ Y fu dy h ” \ 
e (p+re2)- / dyze (w ww —— )=0 
ag oy / 





‚7 


16. 

Einen wirklichen Beweis obigen Satzes an die Spitze zu stellen, 
möchte eben so schwer sein, wie dies bei ähnlichen Fundamentalsätzen der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen sich zeigt. Er ist vielmehr 
ein Kindergebniss der Untersuchung. Man kann ihn aber plausibel machen 
durch das übliche Verfahren, indem man auf völlige Strenge verzichtet, 
nämlich unter der Voraussetzung der Uonvergenz gewisser Reihen. 

Denkt man sich z nach Potenzen von z—-a, y—? entwickelt: 


) 


. a ON N ee, UP  ı 
S] N | z(r, y) = 30, P)+p(e, P)Ca e) | q\0, I?) \Y ?) 


+2 1r(&, aa) +28(a, Ba-e)y-B)+La, B)y-B)+ etc. 


so ist in der That klar, dass 3 bestimmt ist durch die Differentialquotienten 
a O’z(a, P) O’z(e, P) 


pr N (ur 4 IN\ 
pP \ b [? )» 7 \ bu) [?), 0° b) u... 


f a f ') 
— (a,ßB) toa,P). 
da? ’ q Yaer (7) \ I ) 
denn die gemischten Differentialquotienten 


( (a, P) 


( a’oß 


> > N 


lassen sich mit Hülfe der Differentialgleichung durch jene ausdrücken. 
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Wenn also auf Seite PB, z = f(e, y) = o(y), auf Seite BB 2= f(x.) =o(e 
segeben ist, so hat man: 





” 
“ r(a, P) 
o(E) — (u, 9 +D a,P)(x 0) | (a (2—0 
(82.) er 
/ \ \ (& 2 ) 
oy) = 3a, P-+gle, )y-M)+-5Yy-P 


und es ist also offenbar, dass die Functionen o, o in der "That (x, y) be- 
stimmen. Man erhält jedoch, wenn man entweder y— = 0, oder zu = U 
setzt, die Werthe o(z), o(y) aus z(x,y) zurück. Dann folgt aber, dass 
auch o(«) = o(P) sein muss, d.i. z muss im Knie stetig gegeben sein. 


‚7 allein 


l 


Entwickeln wir z nach Potenzen von y— 


Rn S 2 (x, ß) z ) 
(2,4) = 2(2,9)+g(e, PP Peg A 
können wir die Unbekannten g(z, P), tx, ), ... mit Hülfe der ersten 


Gleichung (80.) bestimmen, indem wir sie fortgesetzt nach y_ differentiiren 


/I 


und 5 statt y schreiben. Man bestimmt so die sämmtlichen Differentialquotienten 
von 3 nach y durch die Werthe von z auf der Strecke x, 9 oder 1%, zwischen 
den Grenzen « und x. Man sieht also, dass jeder Werth z(#, y) dureh all 
Funetionalwerthe z auf der Strecke B,%; beeinflusst wird. Ebenso findet man 
durch Entwickelung von z(r,y) nach Potenzen von z—e« allein und Heran- 
ziehung der zweiten Gleichung (80.) für e=«, dass z(z,y) von sämmt- 
lichen Funetionalwerthen von z auf der Strecke B,%, abhängt. Diese Ab- 
hängigkeit ist, wie wir sehen werden, das allgemeine Verhalten, woraus 
dann zurücktolgt, dass die auf den Schenkeln BB, BB, gegebene Function 
s in der T'hat in dem ganzen Rechteek R die Funetion z(r, y) eindeutig 
bestimmt, sie darüber hinaus aber völlig unbestimmt lässt. 

Dieses allgemeine hesultat schliesst aber nieht aus, dass es Differential- 
sleichungen giebt, deren Integrale nieht durch alle Funetionswerthe längs 
den Grenzgeraden BB, % %, zugleich bestimmt sind, sondern schon durch 
einzelne, und es empfiehlt sich, dergleichen Beispiele sogleich anzuführen. 

17. 
Da ist vor allem die Differentialgleichung s = 0, deren Integral lautet 
3(r7,y) = z(e,y)+2(z, P)—2z(o, P). 
Hier kann zunächst z(e, 9) als lim,_, (lim,_;z(z, y)) aufgefasst werden 
oder als lim,_;(lim,_,z(#,y)). Noll aber z(2,y) für =« in z(e,y 


- 


) 


und für = in z(x, ?) übergehen, so müssen beide Grenzwerthe z(«, 
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gleich sein. Hier wird z(x, y) für jedes Werthepaar x, y bestimmt durch je 
einen willkürlichen Funetionswerth auf der B,B;- und B,B,-Strecke. Ausser- 
dem sieht man deutlich, wie die Unstetigkeiten der Funetionen z(e, y) = o(y). 


s(r,5)=o(x) sich in das Innere von R fortpflanzen. 
nn NE RE ou 
Weiter setzen wir in der ersten Gleichung (80.) o—w——_ = 0 


« 
‚y 


2 - . ( ® . 
was mit der Aehnliches ergebenden Annahme ®—wuer— -— = 0 den inte- 


oO! 
orablen Fall bildet Art. 12). Es folgt: £ 
("x ae 
(g+us)., = e* (g-+uz),,. 
Sue, )a 
Dies mit e’ multiplieirt und nach y von y=/ bis y=y integrirt, 
ergiebt sich 
Nun: „ Nena rar 
(se? ].,-3@, 8) = |3(a, 9).e” 
; 
2 Sena-[ rend 5 Sun Sr naı 
/ dyz(e, y)|u(o, y).e’ . ig 5 | 


Es ist z im ersten Term links die gesuchte Lösung. Hier bemerken wir. 
dass sie bestimmt ist durch einen einzelnen willkürlichen Funetionswerth 
s(x, >) auf der Linie B,%,, und durch die sämmtlichen Funetionswerthe :z 
auf der Linie @«, y B%,) von 7 bis y und noch dureh einen einzelnen 
"unetionswerth z(e,y) auf dieser Linie. Dieser letzte hat offenbar die Wir- 
kung, Unstetigkeiten von z(o,y)=o(y) in der x-Riehtung in die Fläche 
hinein fortzupflanzen, was das Integral über die sämmtlichen Funetions- 
werthe, welches rechts steht, allein nicht thun würde. Dies ist eine Art 
l’ebergang von dem Fall s=0, wo die Bestimmung von 3= f(z,y) mm 
besonderen Werthen von f(«,y) und f(x, ) zufiel, zum allgemeinen, wo 
alle Funetionswerthe von f(e,y) und f(x, 9) zur Bestimmung von f(x, y) bei- 
tragen. Wir erkennen deutlich, dass in dem betrachteten Fall #«— ae — = = 
nicht in einem noch so kleinen Intervall z(«, y) geändert werden kann, ohne 
dass z(r, y) sich ändert, während eine Aenderung von z(x, 9) in einem 
Intervall, welches das z von z(x, y) unberührt lässt, ohne Einfluss auf 
z(.r,y) bleibt. Weiter sehen wir aber, dass, wenn z(x, y) die Grenzbedin- 
gungen erfüllen soll, für x = « den Werth z(e,y) und für y= / den Werth 
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z(r, 9) anzunehmen, man haben muss: 


lim,-,(lim,_,3(@, y)) = lim,_;(lim,_.2(#, y)) 
oder 
z(a+0,/P 


5 Zu, E ) 
) = 3(a, P+0). 


Und wenn z(z, y) im Innern von AR durchweg die Difterentialgleichung 
F(z)=0 erfüllen soll, so müssen die Funetionen z(z, P), 2(«, y) sammt 
ihren ersten Differentialquotienten stetig sein. 

Fragt man im Allgemeinen, in welchen Fällen das charakteristische 
Integral dureh einzelne Functionswerthe auf den Strecken BP, und BB, 
bestimmt sei, so wird man zunächst anzusetzen haben z = o(z)U+o(y)V -+-W., 
wo o(z) und o(y) willkürliche Funetionen bedeuten. Mit diesem Werth 
von z muss man in die Differentialgleichung F(z) = 0 hineingehen, und 
U, IV, W so bestimmen, dass die Coefficienten von o(z), o (x), o(y). 6 (y 
Null werden, wodurch Bedingungen für die «, ®, ® folgen; doch werde ich 
auf diese Frage nicht weiter eingehen. 

Schliesslich will ich noch ein Beispiel anführen eines dureh alle 
Werthe der willkürlichen Funetionen bestimmten charakteristischen Integrals. 

Setzen wir =0,0e=0 und 

F(2)=s+wzs =, 


und wir wollen ww in geeigneter Weise bestimmen, um ohne die folgenden 
Betrachtungen sogleich eine Integration zu ermöglichen. Man hat zunächst: 


ar, y)—gla,y) = — / dx(zw)(z, y) 
und dureh Differentiation 
L ‘x oWw \ R 
” \ f — - “ 4) 
Kr,y)—t(o,y) = / dx(z a. 1 wg), Y). 


Dureh Multiplieation von F(z) mit A und Integration nach x findet man 
andererseits 


/» \/ \ I} \ N x x : ( ) n uN/ ö 
AA), y)—(Ag)(e, Far / da( ie: kAw2 )\W,Y). 
Addirt man diese beiden Gleichungen, so folgt: 


t-+ig)(z, y)- (IH+Ag)(e,y) = -/ del z( Zu +4 w)+g(w ai “ke, Y). 


7 


Das Integral rechts verschwindet, wenn man setzt: 
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ow ’ 
—tiw =Q(\, | 
Oy | 
oA 
-v =. 
OL 
Durch Elimination von 4 folgt: 
o*’lw 
te = 0 
oroy 
und dureh Elimination von w: 
0% u | 
——Il,. = 0 
oröy 
oder 
02 
+14: — o(y) 
oy > f\y); 
so dass w, aus den Gleichungen 
ow E O1 ai 
—/Aw= (), - +17 — (pl? 
( Y ey iM p(y) 


bestimmt, eine integrable Difterentialgleichung ergiebt. 


bee) 


Die Gleichung für A lässt sich nun allgemein nicht auflösen. Doch 
findet man z. B. für 9 = ;: 
’ I-+r(x)e 
l=c TAT) Te 53” 

1—x(z)e 


2 (@)e” 
(1—y(z)e”)? ' 


und, beiläufig bemerkt, führt diese Gleichung s+wz =0 durch geeignete 


Substitution auf diese Form: 


Ir 
s-+ — — = WU, 
\ l — zy) 


Man hat also für z die auflösbare gewöhnliche Differentialgleichung zweiter 


Ordnung 
(t+-)g)(a,y) = (t+Ag)(a,y), 


aus der zunächst folgt: 


Jidın / y\ 


y Pay,du f ” 
r, [ge "a, P) = / dye”"(t+ig)(e, y). 


Lv, 
ıg€ IE 
as Integral rechts kann so umgeformt werden, dass unter dem Integral- 
zeichen nur noch z vorkommt, davor aber q und z, die sämmtlich in der 
Streeke BB, durch z = o(y) gegeben sind. Weiter ist aber auf der Strecke 


* 


PB, B) g nicht gegeben und wird durch 3 ersetzt, indem man nach Ein- 
setzen von 7 statt y die erste Formel (80.) anwendet. Dann ist aber ersichtlich, 
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dass y durch die ganze Strecke P,P, der Functionswerthe 3 = g(.r) bestimmt 
ist, so dass zur Bestimmung von z(r, y) alle Funetionswerthe auf dem 


Winkelstück ®P,P,P, dienen. 


18. 

Diese Bemerkungen über das charakteristische Integral der hyper- 
bolischen Differentialgleichungen vorausgeschickt, gelangen wir von ihm 
aus, wie nun zu zeigen, zu einer neuen Integralform. 

Denken wir uns im Rechteek R eine polygonale Linie von der 
Ecke %,(e, Y) zur Ecke B(X, 5) gezogen, welche aus geradlinigen Stücken 
besteht, die abwechselnd den Coordinaten parallel sind, so ist, wie aus dem 
Vorstehenden folgt, die Function z, welche der Differentialgleichung F(z) = U 
genügt, im ganzen Rechteck R eindeutig bestimmt, wenn sie in der polv- 
gonalen Linie stetig gegeben ist. Denn je ein Winkelstück bestimmt ein 
echteck, und die den Winkelstücken abgekehrten Seiten des Rechteckes 
bestimmen neue hechtecke, und diese suecessiv fortgesetzte Bestimmung 
füllt das ganze hechteck R aus. Damit jedoch die Bestimmung eindeutig 
sei, muss jede der Coordinaten z, y eines Punktes. der die polygonale Linie 
durchläuft, monoton sich ändern. Denken wir uns nun die geraden Strecken, 
aus denen die polygonale Linie besteht, fort und fort verkleinert, und zwar 
so, dass sie einer Curve sich nähert. indem sie auf einem unendlich schmal 
werdenden Streifen zugleich mit der Curve verläuft, so treten neben z auf 
der Curve auch dessen Differentialquotienten nach x» und y auf, weil 
in der Reihenentwickelung von z (81.) die Grössen o(z) = z(x, ?) und 
o(y) = z(e, y), mithin in der polygonalen Linie deren Differenzen vorkommen. 
So gelangt man zum Satz über das allgemeine einläufige Integral: 

Wir denken uns im Rechteck R eine die Punkte (X, ?) und B,(e, Y) 
monoton verbindende Curve, darunter verstanden eine solche, längs der x und y 
monoton sich ändern. Längs dieser Curve seien z und eine der Grössen p 
und q als stetige Functionen der Bogenlänge der Curve gegeben, wodurch die 
andere der Grössen p und q ebenfalls als stetige Function von s gegeben ist. 


2 


e d’z r 
Ausserdem sei noch die Grösse je endlich und stelig längs jener Curve 
ds” . ® ' 


Dann giebt es eine Function z von x,y, die innerhalb des Rechtecks R stetig 

ist, der Differentialgleichung F(z) = 0 genügt, und bei Annäherung an die 

Curve mit ihren Differentialquotienten sich den dort gegebenen Grössen der- 
Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 4. als 











282 P. du Bois-Reymond, lineare partielle Differentialgleichungen II. O. 


selben Art beliebig nähert. Wenn an irgend einer Stelle der Curve z unstetiy 
ist, so pflanzt diese Unstetigkeit sich durch das Innere von R längs der x- und 


der y-Richtung fort. 


Mit dem in diesem Capitel eingeschlagenen Wege, auf dem ich einst 


diese Sätze fand, sind sie sehr mühsam mit befriedigender Strenge zu er- 
reichen, wogegen die Multiplicatormethode oder vielmehr die Methode des 
adjungirten Differentials zu einem eigenthümlichen partieulären Integral 
führt, welches sie mit leichter Mühe und grösserer Genauigkeit abzuleiten 
und zu erweitern erlaubt, ein Weg, den uns Riemann vorgezeichnet hat. 


Capitel VI. 


Das Hauptintegral der linearen partiellen Differentialgleichung. 


19. 
Das der partiellen Difterentialgleichung s+ap-+eg-+wz = 
Differential sei: 
Udz--Vdy = (ez+Pp-+r7g)de-+(a,2--P,g+7,p)dy. 
Bildet man 


oU oV_ m /.N 
( ’Y OL 


/O* \ 
(83.) 


und setzt die Coefficienten von z, p, q, r, s, t gleich Null: 


a,—0,+Lw = 0, 

-,+ß,—Yu.tCu = 0, 

Br a — ,,+7,+50 .. v, 
(84.) 

“Z — Ö, 

P—P, +5 . 0, 

=), 





so folgt: 
20 = 0, 


- 
«= Pan, MHEP,TroU, 


PP, = ii. Eu v. 


) 


Da eines der ? willkürlich bleibt, führt man dies symmetrisch 





0 adjungirte 


ein durch 
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so dass: 





9—]1 +] 
) - - | 
P=& > P; u >) 
und 
) 3: < () - | 
4 \<c | = 
NN ES ir 5 le ee ar Sa 
(89.) | | 
J Fer u ®; > () -] ı ) c ) \ | 
et, 3 4 Timer Train a But der 


wodurch Alles bestimmt ist. Es folgt also: 
Bildet man mit den vorstehenden Ausdrücken das Differential: 


Udr+YVdy, 


so ist es vollständig, wenn z und Z irgendwelche Lösungen der Differential- 
gleichungen 
Fi 2) — A), bb — 1) 


vorstellen. Der die willkürliche Funetion 9 enthaltende Theil ist es für sieh: 


diz9 


) 


Indem wir Udx-+NVdy über die Begrenzung des Rechtecks R (siehe 
die folgende Seite) integriren in der üblichen Richtung, das Rechteck zur 
Linken, wollen wir die Formeln benutzen: 


r 





2 . 8-1 2 EEE 7% PB 

/ Ude = 3; —t/ de z( m -)=|35. — -/ deÖ(p-+vz), 
ar ı. +1 r 5 c - 9— FR 

/ VYde= z . —/ dy s( ö - u£) = |sL re / dyS(g+ur). 


Hy 


Wir wollen in diesen Formeln 9 = 1 setzen, und erhalten, indem wir 
über den Umfang von R integriren, und, wie dies unseren Zwecken ent- 
spricht, für I und II die zweiten Formen rechts, für III und IV die ersten 
Formen rechts wählen: 

X 


er E RR . 
= — / dyQ g7 13), + (3, )un — / dx< Pres)n 
(87.) | 


Y “ 


(af\ ud / ( 0% - ” / [ 9% r) 
DS days N — us) 3 { Ta or 7 


IV 





7 
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Nun ist nach dem allerdings noch unbewiesenen Grundsatz über 
das charakteristische Integral z bestimmt als 

ns IV x} F(x,y;e,P) durch F(z) = 0 und seine Werthe 
auf den Strecken I und Il. KEbenso ist 

C=g(a,y; X, Y) bestimmt durch 2?) = 0 und 


| R " seine Werthe, die auf den Strecken III und 
rn, y a E | 
IV liegen, und ausserdem muss z = f(x, y; «, /?) 
für e=e, y=/ stetig sein, und {= g(a,y; X,Y) 
für e=Ä, y=|Y. Jene die Funetionen z und 
a, 11 \, 


A C bestimmenden Werthe wollen wir so wählen, 
dass in der vorstehenden Gleichung die Inte- 
grale wegfallen. Wir setzen zu diesem Zweck: 


“/ 


f u(a,y)dy 

I a =0:-4: seflauaga,f) =e’ 
[rn ar 

Il prev? = A 5: 3 = f(z, P5 a, P) =e" > 


(88. Y 
\ ’ e -—/ ulX,y)dy 





= Do . Be; Me . a 
x Pb Y)dz 

aM as . - 
I\ el .: See, N ee” } 


Und nun bleibt von (87.) übrig 
8) IA MI-E@HI, M+EBHCA, YA, P) 
oder 
(3), B) = @OK, Y), 
und da links 3=f(e, ?;«,P) = 1, rechts (X, Y:X,Y)=1, so hat man 
(0) %0a, PM) =yla,P; X, N)=z(X,N)=f(A,Y;«a,P). 

Denn die Bestimmungen (88.) lassen z im Punkt «,/, also f(«, ; «, P) 
und Z im Punkt X, Y, also (X, Y: X, Y) stetig sein. 

Mithin sind f(X, Y; e,?) und p(e,P; X, Y) genau dieselben Functionen, 
und man erhält den Satz: 

Es giebt eine Function 

s = f{X,Y; 0o,ß), 


welche erstens den Gleichungen genügt: 
3 





O°3 .; i 03 | ’ 
91 OXOY na a u(A, Y) OX +v(Ä, Y) arm (X, Y) —— 0, 
{ ) N 
\° 2 2 - n 
0° ozsu(a, ß) ozv(a,ß) | ei B 
daoR ca Ze 8 — rZw(d, P) PORN v, 
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und die zweitens folgende Bedingungen erfüllt: 


—/ ( ).d 
fa, Y;@,ß) = e? 
X 
/ ei ) da 
u BIA.D RD = 6" 
32.) 3 
/ uw(X,v) 
II (X, Y; X,ß) = e?’ 
X 
[ e(z.Y)d 





NET ee 
Diese Funetion von vier Variabeln, welche zugleich mit einem Paar der 
Variabeln der Gleichung F(z) = 0, mit dem anderen Paar der Gleichung 
PD) = 0 genügt (was allerdings auch ein Product zweier Funetionen thun 
könnte), und die ausserdem die Bedingungen (92.) erfüllt, wollen wir das 
Hauptintegral der Gleichung F(z) = 0 nennen. Es spielt hinsiehtlich seiner 
Anwendungen bei den einläufigen Integralen der hyperbolischen Differential- 
sleicehungen eine ähnliche Rolle, wie die @Greensche Funetion bei den rund- 
läufigen Integralen der elliptischen Differentialgleichungen. Doch besteht 
zwischen beiden ein wesentlicher Unterschied, wie sogleich erhellen wird, 
nachdem wir noch über seine Entwiekelung nach Potenzen einiges bei- 
eebracht haben werden. 
2. 

Wir können das Hauptintegral © = y(e, 5; X, Y) nach Potenzen von 

X—a, Y—-P, oder X—e und Y—/ zugleich entwickeln. Wir wollen uns 


mit der Darstellung der Coeffieienten 


92 \ u 
3) = | | 


Oar at 
. Co a— X Y ah 
an &= Sa, | — . beschäftigen. 
p 


Laut (88.) ist: 


[&a-x = Yy(X,ß; X, Y)=e’ | 
("et Y)da 


Bra; n=e 


Die Funetion = y(«, P; X, Y) genügt der Gleichung 


(94.) 





en 2%» r 1r7 # 7 
i OT oL OL 0 0 
(95.) N c u. U (a, /7) a a ® (0 . 9) m Ry + [ (1 ( > 7 ne on . ww \ — 0), 
caoß ‘ca FE Zr oß / 
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Denkt man sich hierin & = X gesetzt und aus den vorstehenden Gleichungen 


BG e - R N 
S).-x und —, [Z],-x eingesetzt, so findet man durch Integration nach 
oß 


> 


? zwischen den Grenzen 3 und Y, und wenn der Uebersicht halber 
ol u 
Fi = g,(e,P: X, Y) gesetzt wird: 
PR 

.Y 
— ulKn) du 


(X, PB; X,Y) = e 14.(X, Y; X, Y)—o(X, Y)+o(X, ß) 


Ze =) } 
ne — ut — —- . 
/ (w 10 — dy\ 
A 
Nun ist noch %,(A, Y; X, Y) zu bestimmen. Dies geschieht mit Hülfe der 
zweiten der vorstehenden Gleichungen. Man findet 


X 
—/ r(2, Y)dx 
(6, Y; A, Y) non v(o, Y)e 2 


also 9,(A,Y:A,Y)=v(A,Y). Dies eingesetzt, erhält man schliesslich 


. 
J 


Fr 
—/ u(X,v)dn 


A IX NL lt 

—— =e (X. P)- (w—uer—u,)y,dy.. 

[= ” -X € w(A, N ’ $ U © 2x, Y\ 
PR 

96.) Ganz ebenso findet man: 


! ale 
a en A 
5 | y ir 
= e”“ ul.) (w—- UV —v,): ‚de. 
| ( Ir} F Y \ ” ) 1 « / y ) 





DE? 
- 


d | und die 
a@ 


. . en . . ( 
Wenn man den zweiten Differentialquotienten | 
am X 


Pe ; ’ n \ | 1 
höheren | | 1 darstellen will. so werden die Formeln rasch sehr weit- 
car i X 


läufig. Doch ist die Darstellung eine völlig bestimmte. Man hat zunächst 
P)= 0 nach © zu differentiüiren: 


BE BER u ai 4 a 

O%& oO%& o& 0 © , &% 2 ou OU \ 

aa Usa oa arts (ke 2-— 7) 
ca’oR o@* cacßh ca OB 0a 0a oß 


I 2 2 

HE — Zur du) = 9 
Hierin «© = X gesetzt, sind aus dem Früheren die Grössen von der dritten 
ab bekannt. Die Differentialgleichung wird: 
Sudan 


0% Eu; 
<q | = | -u| : , -e? |2e(w—ue — 1,—t,) 
(97 \ ( 3 - 00° a-—=X ca X 


Os 


» Y 
“ 7 d L mi En ——— —— Y \ en 
— U, WU dust (w— ur —u, 0) / (w—ur—u, day), Ö, 





7 
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DM 


Die Differentiationen sind in der Klammer [| | als Indices geschrieben. Hier- 


n2% 


* . ( » 
aus kann man durch Integration von 5 bis Y | | finden, doch kommt 
( a—= X 
. ’'.. i o’C j v « .. » u 
in dem Ausdruck dafür noch vor | ni | . Diese Grösse folgt wie 
7 


a=X,#=}Y 
vorher durch zweimalige Differentiation nach « der zweiten Gleichung (90.). 
Aber wenn auch durch Bildung gewisser Aggregate die Darstellung von 


n9% 


Oo” En . Pr . . y . 
| 3 noch angänglich wäre, es scheint, dass eine Fortsetzung dieser 
OU” JammX j 


Darstellungen für höhere Differentialquotienten zu verwickelt sich gestalten 

würde, um sie ausführen zu können. Wir müssen es daher bei dem Er- 

sebniss bewenden lassen, dass das Verfahren dazu ein völlig bestimmtes ist. 
Gleiches gilt offenbar von allen Differentialquotienten der Form 


| - | 
a2 u; 
Oarc Ir} am. Di 


7 


IT u 


hierin können die Differentiationen nach 5 nach denen nach « ausgeführt 
werden. Die Möglichkeit der formalen Reihenentwickelung des Hauptinte- 
grals unterliegt demnach keinem Zweifel. 

Was nun die Convergenz dieser Reihen anlangt, so sehe ich kein 
Mittel, sie bei reellen Variabeln zu untersuchen, da man die Reihen eben 
nicht darstellen kann. Ich glaube aber, dass dies unter gewissen Voraus- 
setzungen über die «, ev, w durch Einführung complexer Variabeln gelingen 
wird. Doch ist hier noch nicht der Ort, auf diese schwierige Materie ein- 
zugehen. 

Ich werde noch die Coefficientendarstellung durchführen unter der 
einfacheren Voraussetzung, dass « und vo Null sind. 

Hier haben wir 

p(A,P; X, Y) 1 
al Fri 
. 


o’C 


- | 


—z+{6.w(e,P) = (0. 
da0oß Ts w( 1”) 
Für «e=X wird 
Ö 1 %; 7 (AN r 
+C.w(Ä, = 
O8 | da J,x' ? ( »/?) V 
und durch Integration nach 5 von £ bis Y: 


»y 


3 y(a, P; A, rn] B}, (Sw|.-xdy, 


PS p(a, Y:; X, Y)| 


a, 


- 
wi 
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oder wegen der zweiten vorstehenden Gleichung: 


| = | ine f [Kol.-xdy. 


0a 
Wir können nun leicht das Gesetz der folgenden Coefficienten aufstellen, 


: 0" , . ' . 
weil = p(a,Y: X, Y)| = () ist. Man bildet successiv: 
“a=X 


# 

















re 
[©]. A 1, 
r « \- .y 
Os / 2 
a = w \ 
O8 Im! . ıS 1. xdy, 
B 
r- oO’ u » Yr Ocw Br 
OR \ = un £ ! 
98.) 381; i / eh dy, 
PR} 
F 43 Tee 4 
Lou° = X 28 . L Oa’ Ja—=X 9» 
7 
ete. = etc. 


und setzt in das Integral rechts in 


die Werthe von 


ehr [52 5] 
Cl=Xx> a ge. aan) 
oa JI,—x OH nX 


aus den vorhergehenden Gleichungen ein. 

Die Entwickelung nach Potenzen von %—y ist symmetrisch. Die 
Entwiekelung nach Potenzen von e—X und %—Y zugleich benutzt den Um- 
stand, dass alle Grössen der Form 


[& E: 
OaP I,-—-x } OP Ja=x,3—Y 


verschwinden, während die gemischten Differentialquotienten aus der Ditte- 


rentialgleichung folgen. 


Capitel VI. 
Anwendung des Hauptintegrals zur einläufigen Integration. 
21. 

Nach Art. 19 ist klar, dass das llauptintegral schon allein seine Be- 
stimmung findet, entweder durch Gleichung F(z),r=0 mit den Grenzbe- 
dingungen I und II oder durch P(Ü),;= 0 mit den Grenzbedingungen Ill 
und IV. Auch sieht man sogleich, dass, wenn z.B. F(z),,=0 und die 
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Grenzbedingungen I und II erfüllt sind, auch den Grenzbedingungen II. 
IV Genüge geschieht. Nur folgt nicht, ohne Weiteres, dass dann auch 
P(ü),;>= 0 stattfindet. Es ergiebt sich daraus noch, dass das Hauptintegral 
der gegebenen Differentialgleichung zugleich das Hauptintegral ihrer Multi- 
plicatorgleichung ist, nur sind die Parameter des Hauptintegrals der Gleichung 
F(z)=0 die Variablen des Hauptintegrals 2’) = 0 und umgekehrt. Ich 
werde sogleich mit einigen Worten andeuten, wie das Hauptintegral dazu 
dient, um das allgemeine einläufige Integral darzustellen, komme aber auf 
diesen Punkt später noch ausführlicher zurück, nachdem ich mit dem Haupt- 
integral selbst mich eingehender beschäftigt haben werde. Das charakte- 
ristische Integral erhalten wir wie Formel (87.), indem wir aber unter den 
SERRLEN die Differentialquotientien von z entfernen. Dies giebt: 














Ib 
= — [2 - f dys(2 - —u6)} fe de: = es) 
1 
y 
len. © e\ ? 0 \ 
s 1] IV 


—vC=0 und erhalten 


S u 


[2 ” v OL Se. 
sodann setzen wir in III und IV Iy — ul =0, 
Rx 


(iz) = (Butler uf das (2> re) dyz( © a6). 


IL o 
4 Y 








Il | 
Hierin ist 5 das Hauptintegral. Setzen wir 


Cx er [(A, Y; X, Y) = 1, 


+Y 


-} u(X,Y)dn 
Ss =l(A,Y; XD) =e’ 
X 
/ r(x,v)dı 


ro, N) =e: 


so erhalten wir schliesslich das charakteristische Integral in der Form: 








+Y ‚X 
/ u(X,v) du J e(x, Y)dı 
Sy = Tr. a +2,r.e” - (26), 3 
(99.) > EN PT A 
= / dez(* —o6)+ / dy z( -26)). 
‘ OX J . P \ oy u, 
7 7 
Il 


Journal für Mathematik Bd. CIV. 





left 4. 
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Sein Existenzbeweis ist also auf den des Hauptintegrals zurückgeführt. 
(Gleiches gilt von dem allgemeinen einläufigen Integral: 

Der Integrationsweg von Ude+Vdy führe 

| | über das Dreieck CIIIIV. Wir lassen in den 

” A Ben. : AAPee 2,3 Ausdrücken für U und V (85.) die willkürliche 


| (Grösse © stehen, und erhalten: 
| . 











\ ee Zr u 
\N n | 
EN z II 
0 —1 "X oc 
N ’ ir zLC r / dxz > na, 
a = iv 
X, ” 
+ / (Udz-+Vdy). 
a, Y 


a 77 


‚ . . er Os Ö © . ’ 
Setzt man hierin über III und IV = —u=(, Im —vC=0, so wird & 


T 


’ 


Hauptintegral, und die Formel lautet 





ucrma (rar) 
Q f ot ul(X.v) du 9—_1 = (x, dx 
100. HN, 91 
Da EN ORTERT WORD. 
aY 
) Ö < $—1 ı %s < +1) 
+ayys(z, ? 5 +Eu)+g6 9) 


welches das allgemeine einläufige Integral it. Man kann hierin erstens 
eine der Grössen p und q fortschaffen, zweitens an Stelle von z durch 
partielle Integration p und g einführen, was sogleich geschehen wird, end- 
lich drittens statt z, p, q die Grössen z und Sa setzen. Es ist darauf hinzu- 
weisen, dass es der allgemeine Satz ist, nach welchem die Lösung der Diffe- 
rentialgleichung F(z) =0 bestimmt ist, wenn längs einer Curve die Function 3 
und deren nieht im Sinne der Curve genommene Ableitung gegeben ist, 
aber, wie auch die allgemeine Formel zeigt, bildet hiervon eine Linie die 
Ausnahme, welche aus Stücken von Charakteristiken besteht. In einer 
solchen reicht zur Bestimmung aus die Function » allein. Ein von einem 
Punkt «Y zu einem Punkt X/5 oder von «? zu XY monoton verlaufendes 


Curvenstück bestimmt, wenn auf ihm z und gegeben ist, die Lösung 


0% 
c ) N 
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von F(z) = innerhalb der Grenzen I, II, III, IV und lässt sie ausserhalb 
völlig bestimmungslos. Ich habe die Grenzen I, II, IIL, IV, weil sie sich 
auf Grund der Natur der elliptischen Differentialgleiehungen von selbst 
bilden, spontane Grenzen genannt und will den Ausdruck beibehalten. 


22. 


Für die Rolle des Hauptintegrals bei der Lösung partieller Differential- 
gleichungen ist der Fall bezeichnend, in welchem die Difterentialgleichung 
ein Absolutglied hat: 

s+-up+vg+wz = W, 
wo W irgend eine Function von x und y. Ich habe die einläufige Lösung 
dieser Differentialgleichung schon in meinen „Beiträgen ete.“, pag. 252 ff. 
abgeleitet. Multiplieirt man die Gleichung mit T und integrirt über das 
Stück CI1l1IIV (Art. 21), so ergiebt sich nach dem Vorstehenden, wie an 
der eitirten Stelle: 





Muxna wo By: ‚3 : 
3 = Zyr;e” / [:(>: —eL) HE - u3)dy| SE Wdrdy, 
m ' 
(101.)\ oder: 
Set, Y)dı wa / ar \ 2 
5 = 5,r£ ” 1 / [&@- v3)dıec--2 % ö -u&)dy| -/% Wdxdy. 
a,yY ; 


Vergleicht man diese Form der Lösung mit der Lösung einer gewöhnlichen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit Absolutglied, so fällt es auf, dass 
diese irgend zweier partieulären Integrale bedarf, um vollständig zu sein, 
jene nur eines, aber eines ganz bestimmten partieulären Integrals. Die 
Lösungen aller linearen partiellen Differentialgleichungen mit Absolutglied 
haben eine ähnliche Form. Z. B. treten deren in der Lehre vom Potential 
auf, bei denen überdies die Function W nur innerhalb eines gewissen 
Bezirks der Variabeln existirt, was selbstverständlich auch in den obigen 
Formeln gestattet sein muss. 


23. 


Das Randintegral /(Udx+YVdy), in welchem z, p, g auftreten, kann 
« a 

ON 

ich mich hier nieht aufhalte.. Sodann kann man aber auch z direet oder 


man zunächst so umformen, dass darunter nur z und vorkommen. wobei 


7% 
Dr 
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mit Hülfe von ds =pdr-+gdy entfernen, so dass nur noch p und g unter 
dem Integral auftreten, und dies ist zu diseutiren. Hier zeigt es sich, dass, 
falls in der gegebenen Differentialgleichung s+up+vg+wz = 0 die Grösse 
© = () ist, man schon das Differential Udxe--Vdy von z befreien kann, was 
bereits von Riemann geschehen ist, während, wenn «w nicht Null ist, dies 
nur beim Integral /(Udr-+Vay) gelingt. 
Wir setzen 
Udx+Vdy = (az+Pp)de-+(a,2-+P,p)dy. 

Unter Zugrundelegung der Differentialgleichung s+up+veg+wz = 0 genügen 
die Covefficienten @, P, «,, /, den Relationen: 


| 0,—o.+te = (, 
(102.) BP, +.u = (, 
A.,ta + = (0, 





wie leicht direct zu sehen und auch aus (38.) hervorgeht. Durch Elimina- 
tion von « und «, findet man: 
Pr. 
öxoy Öx ey di 
oder 
AA = /Euöx-+/Eeöy -/Scwöröy, 
indem hier Integrationen nach nur einer Variabeln wieder mit dem © an- 
gedeutet werden. 
Soll z aus dem Differential fortfallen, so muss sein: 
ade-+a,dy = Q, 
mithin <&=0, ,=0 und we=(0. Weiter ist: 
Pi. — 50 au v, 
P,+%u = 0, 
somit 


oder 


Es folgt also: 
Falls 
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so ist 
(103)  Udx-+NVdy = Ppdı-+p,gdy 


ein vollständiges Differential. 

Etwas weniger einfach liegt eben die Sache im allgemeinen Falle, 
wenn ww nicht = 0 ist. Dann kann, wie bemerkt, das Differential Ude -+ Vdy 
selbst von z nicht befreit werden, doch will ich zeigen, wie dies beim 


Integral /(Udx+ Vdy) zu bewerkstelligen ist. 


Die Gleichungen (102.) werden erfüllt durch 
a=1 /Twöy, u=-— \/Cwi T, 


und setzt man W = / /£wöxöy, so folgt aus (102. 


. oW 
P, unn “u Mc 1 5 ’ 
s - ( Y v 
2 2 " Ö W 
Pıx v “U zu 2 F T 5 


Es wird 
Udz-+Vdy = (az+Pp)de + (a,2--P,g)dy 
oW oW 4 Ba y 
— (45 „ de—3 5, W)+n(-/Enöy—3W)dr+ a(JEei z+1M ). 


Nun ist 


ı = J x pdx+gdy) 


Setzt man diesen Werth in # (Ude+ VYdy) ein, so ergiebt sich: 


E Wir Vay)= af [& „_ OW dy)+ F Es; — hd uf (pde+gdy) 


oO 2\ or oy 
+/ pl SEuöy-ıW)dxr+g( SEoöc+ıW). 
Integrirt man das zweite Integral partiell und setzt 


s/OoW 3W 
3 ( de — Er dy) = —_W el © Me; 


2/7 , 4. 
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Ss ’ oeW AW 
SWar+Vay) = 3%, AS de — . dy) 


/ Ve: "an dn)dn+g( Seo fi ay)ay] 


Man kann also ein beliebiges Stück des allgemeinen Randintegrals . Yay' 


104.) 





nach dieser Formel transformiren, und in der Formel pag. 290 kann man 
also das ganze Integral rechts oder Stücke desselben so umschreiben, dass 
in ihnen p und g und ein Endwerth von z (für s, oder S) statt z und p 


oder z und qg oder statt z und = gegeben sind. Es ist diese Trans- 
formation von Bedeutung ihrer Allgemeinheit wegen. Denn da die Gleichung 
F(32)=s+up+vg-+wz=0 doch im Grunde nur eine abgekürzte Form der all- 
gemeinen hyperbolischen Differentialgleichung Ar-+Ss-+ Tt+Pp-+0g+ Zz = 0 
mit positiver Diseriminante ist, so ist bewiesen, dass deren Randintegral 
in derselben Weise dargestellt werden kann. 

Ich gehe dazu über, zunächst einige einfache Beispiele von Haupt- 
integralen zu geben. 


24. 

Wir haben den Begriff des Hauptintegrals (Art. 19) festgelegt als 
Funetion von zwei Paaren von Variabeln, die in Bezug auf das eine Paar 
einer Bestimmung als charakteristisches Integral der Gleichung F(z, 7) =. 
in Bezug auf das andere Paar einer ähnlichen Bestimmung in Bezug auf die 
Gleichung P(Z,,) = 0 unterlag. Zweckmässiger ist es im Folgenden, beide 
Bestimmungen aus einander zu halten. Es handelt sich also darum, eine von 
folgenden beiden Aufgaben zu lösen. 

Entweder ist eine Funetion 
= pla,y; X, Y) 


zu finden, welche der Differentialgleichung 


NY% 
)2 


N “ 
o'C ouc ort 
- +ub = 


orcy Ox 
und den sea, 


AY 
er; u(X,v) dy 


= pA,y; A,Y)=e’ i 


‚X 
-/ r(r, Y)dx 
= 4, Y; N, N)=e* 


X 





Ur 
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ud WR 


.. * . \ „+ m * . I\ ro » > 1a 1 nn 2a in ß Er .. 
genügt, oder eine Funetion z = f(x, y; «, P), welche die Differentialgleichung: 


2 en # 

% O% 0% 

+82 +0 +ws = 0 
oroy Or oy 


und die Grenzbedingungen: 


s=fla,ya,ß)=e' 





s= (a, B; a, ß) = 


erfüllt. Es ist f(X, Y;a,P)= y(«, P; X,Y). Also führen beide Aufgaben 
zum selben Resultat. 
Setzen wir zuerst: 
Fa)=s=(, 
so ergiebt sich, dass die beiden Grenzbedingungen durch z = 1 erfüllt 
werden und die Differentialgleichung auch. Hier ist also 


das Hauptintegral. 
Nehmen wir weiter an, dass in 


F(2) = s+up-+eg+wz = 0 


die Coeffieienten dem integrablen Fall w—wue-—-u,=0 entsprechen. Es sei 





C / \ 
stup+eg+w3 = (gtuz)te(gtu)=(. 
| 


Wir benutzen die zweite Herleitungsart des Hauptintegrals. Man hat: 


N 
[rar 
q+uz = Y(y)e ° 
(u du .% (x,v) dı fl ia n)da 
« \ / * & „R 
3 =e” w(@)+/ dngy(n)e’ j 


“7 


f N 


y(x) und g(y) sind willkürliche Funetionen. Es sei also 3= f(x, y; a, ß). 


X 
Z— / c(x, 5) de 


Setzt man y=/, so muss e “ herauskommen. Daher 
"et, S)dı 
ve) =e?’ 


(sta, ‚) dy 
Fir £=« muss man e’ erhalten. Dies wird der Fall sein. wenn 
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p(n)=0. Dann hat man also im Ganzen: 
- ("u (x,”) al": (x, A) de 
E Bi f - ° / en IL 
(105) 2=faysa,ß)=e ’ 


welches in diesem Falle das Hauptintegral ist. 
Die hyperbolischen Differentialgleichungen mit constanten Coefficien- 
ten, weiter Differentialgleichungen der Form 


s+a.kly)p+b.ulz)g+e.kly).ulz).s = 0, 


wo a, b, ce beliebige Constanten, die auch Null sein dürfen, A(y), u(x) be- 
liebige Funetionen sind, und noch eine sogleich anzuführende Form lassen 
sich auf die Form s+3=0 redueiren, für die es leicht ist, das Haupt- 
integral aufzustellen. 
Es sei 

stwz = U, 
und wir setzen zunächst »» constant voraus. Das Hauptintegral muss für 
z=.a und y= / constant sein, und es muss der Stetigkeit wegen in beiden 
Fällen dieselbe Constante sein, die wir = 1 annehmen. Wir versuchen daher: 

ER 3e), 
wo 

jO)=1, e=wl@-e)y-P). 
2 

7 . .r “ . Y . r . \ 
Es wirds+wz = woj (o)+j (o)+j(e)! = 0. Netzen wir eg = ION). 


so wird diese gewöhnliche Differentialgleichung: 
jr J'(r) 
J(r)- +J/(r) =. 
( e. r . \ ) 


Da J(r) für r=0 verschwindet, so ist dies die Besselsche Function Oter 
Ordnung: 

r” r* r® 

Fr wi a a, 

rn) = 1 1 traa  aaay tr 


und man erhält: 


106, | io = lee) y-P)] 
( 06. x — @).( —ß) x (2—a)’.( — PP)? r (x— 3 Ur 3 
|=1 0“ ET = at 


als Hauptintegral der Gleichung s+wz = 0. Bei der Wichtigkeit dieser 
Ditferentialgleichung als redueirte Form aller hyperbolischen Differential- 
gleichungen mit constanten Coeffieienten wollen wir wenigstens noch ihr 








P. du Bois-Reymond, lineare partielle Differentialgleichungen II. O. 


charakteristisches Integral hinschreiben und verifieiren. Um die für die 

Formel p. 289 verwendbare Form des Hauptintegrals zu erhalten, setzen wiı 

in dessen vorstehenden Ausdruck x, y statt «, ? und X, Y statt x, y. Dies giebt 
= glw(X—-r)(Y-y)] = cj(e). 

Somit wird der Ausdruck für das charakteristische Integral: 


’ 


ir nn Sy;t+2,r— 2, jlw (X— eo) 9 -P ] 
107.) | 


"x U - r /W \ “ ( “| vr i / ] 

| Mars zen Says}, se X n) 
{ y e 

Hierin also ist z im ersten Integral rechts eine beliebige Function w(r), 
im zweiten eine beliebige Funetion z(y) mit der Bedingung w(«) = y(/). und 
es ist 3x; > w(X), 5. r>X% ( Y). 3,; =W (0) — z( N. 

Die Verification anlangend, so sind die Grenzbedingungen ersichtliel 
erfüllt, da für XM—ea z.B. z,, in z,, übergeht. ete. Die Differentialgleichung 
s+203 = 0 ist ebenfalls erfüllt. wie man erkennt, wenn man z. B. das erste 


Integral rechts so schreibt: 
X 


s..jle X-a)(Y-B)]+ [de 


Die Funetion j genügt nach X, Y für sich der Differentialeleichung, und 
alle sonstigen Terme, die in © multiplieirt darin auftreten, zerstören sich. 
Durch Einführung vorstehenden Ausdrucks in den obigen für z,, wird dieseı 
etwas abgekürzt, dafür aber die Deutlichkeit des Sinnes seiner Terme be- 
einträchtigt. 

Auf die Differentialgleichung s+z = 0 lassen sich andere mit variabelı 
Coefficienten zurückführen. Wir betrachten die Ditferentialgleichung 

stup+vg+wz = 0 
unter der Annahme, dass «, e, w nur von x abhängen. Ich bemerke bei- 
läufig, dass sie u. A. zwei partieuläre Integrale von verschiedener Form 
zulässt. Erstens 
z=e £ N + / Fi 


u‘ ) 


! 


wo jedes der Integrale durch eine Constante ergänzt zu denken ist, und 
zweitens 


'wrro 
‚o—/ da 
ar ut4o 


Z == ® 
wo o eine Constante. Aus diesem letzten kann dureh Differentiation eine 
Schaar anderer partieulärer Integrale gezogen werden. 


Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 4. 
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Weiter sei zuerst «= 0. Man führt z = Az, in die Differential- 
gleichung ein: 


stap+q( +o)+2(w N +) — (), 


led e . . 
‚so ist im Falle = 0: 


und setzt A=e° 
s +23, (w— wur) = (0, 
welche Differentialgleichung auf die vorher integrirte zurückführt. 
Falls « constant ist, multiplieirt man die vorstehende Gleichung mit 


dX 
. und setzt: 
d& 
* v) - =» (u e. w) . = 6 
N Ka Ze Me 
woraus man erhält: 
Bo dr . ; 
N din a /(w-uv)de 


HU « 


,=e u 
b b— uc 
und die Differentialgleichung: 


nr PR 7) 
‚2% 


o%, ’ 7% 
ÖEöy | Ök Oy 
die für: 
= ze” V 
übergeht in 


n3 


OR, 
‘ x u 29 e— ab -= 0, 
oton z ( ) 
Es ist aber 
E ed uy+fe dx 
=) zen ES . 


Nun ergiebt sich ,=F(Z, Y;«, ß) aus jener Gleichung (107.), aber nicht 
als Hauptintegral, sondern als charakteristisches, -wenn wir darin überall & 
statt x, Z statt X setzen. Man findet: 


So=Yy = 25 +2,72. J|w (Ze) (Y—P)] 


_— ‘ 
- 


nn . —_ je DIN »r D . _ 
"ass, Seile z-9r-B]- Says See N)) 


m 
Us 


wo » = e—aub. 


Wir führen ein neues X und « ein, deren Beziehungen zu Z und «, 
durch die Gleichungen 


Bi 
/ (w—uv)dx 
— ce" 


.—_ GE. = 
b b—uc ? 


/ (ww uv)de 


b b—ur 
gegeben sind. Setzen wir nun in vorstehender Formel unter dem Integral 


c 
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nach & als Integrationsvariable z ein, so wird aus der oberen Grenze Z 


, ’ r un +feda A 
die Grenze X, aus «, wird «©. Und wenn ausserdem ze " statt z, ein- 


gesetzt wird, so hat man das charakteristische Integral s der Differential- 
gleichung s+up+eg+wz=0 für ein constantes », aus dem sogleich sich 
das Hauptintegral herstellen lässt, indem man für = die entsprechenden 
Werthe längs I und II einführt. 

In diesem Artikel habe ich die wenigen Fälle zusammengestellt. in 
welchen, so weit ich es übersehe, das Hauptintegral ohne Weiteres sich 
darstellen lässt. Einige wenige besondere Gleichungen ausgenommen, wie 
die von Riemann behandelte Schallgleichung, scheint man von nun an neuer 
allgemeiner Methoden zu bedürfen, die ich im Folgenden auseinandersetzen 
werde. 


Die im Obigen entwickelten Sätze und Methoden waren, einige Zu- 
sätze abgerechnet (namentlich im Cap. III und im Cap. V die Art. 20 und 
23, sowie den Anhang), der Inhalt der in der Titelanmerkung erwähnten 
in Tübingen gehaltenen Vorlesung. Der in der Dissertation des Herrn Albert 
Schwarz, so wie sie mir vorgelegen, nachträglich unterdrückte T'heil betraf 
die Theorie des Hauptintegrals, und zwar wesentlich in der Form, wie ieh 
sie hier dargestellt habe. 


Berlin. im December 1888. 


Anhane. 
Die Formel 


j er an, a »Y { Fr 
0 = —/ dylgd+zub)+/ de(st,—zef), 
E : 


[74 


(108.) 





ef « >Z o u > ud 
+/ dy(g< Hu) —/ dx(3C,—-3v0{)v /dxdyzb(Z). 


welche man durch die Multiplieatormethode findet, und in der £ eine be- 
liebige Funetion, eben der Multiplicator ist, haben wir im Obigen durch die 
Methode des adjungirten Differentials nicht erhalten, sondern nur die Formel. 
die aus der vorstehenden für 2(&) = 0 folgt, also das Randintegral. Daher 
ist noch zu zeigen, dass man vorstehende Formel mit dem Flächenintegral 
38* 
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auf dem Wege adjungirter Randdifferentiale erhalten kann, was für feinere 
Untersuchungen nicht überflüssig ist, da die Functionalbedingungen, welche 
man, vom Flächenintegral ausgehend, erhält, ausreichende sind, während 
die vom Randintegral ausgehend gefundenen, nothwendige sein müssen, auf 
welchen Punkt ich schon im Art. 2 meiner „Bemerkungen über 4/3 = 0“ 
(dieses Journal, Bd. 103, pag. 204) hingewiesen habe. 

Man kann auf verschiedene Weise verfahren, um Formel (108.) vom 
Differential aus zu erhalten, z. B. indem man das zweite Differential (Art. 8) 
wieder aufnimmt in der Form: 


Udc-+ Vdy —— [« zZ + pPp+Y g+ /(a z+b pre re r+g $r h Döy|dx 


(1 9.) 





+ [us+Ap+719+ /(aız +b,p+e,g+er+gs-+ h,Dox |ay. 


Die Bedingungen für die Coeffieienten, welche man erhält, wenn man in 
oU oV ie 
„. — 5. —=0 für s schreibt —uap—eg—wz, lauten: 


Oy OT 
od, a, w( tg —g)+a—a, _ VÖ, 
) " /) / — 
P,— 1. — uP—B+g9-g)+b—b = 0, 
/ \ a > Pr .) ) 1} FEN uk: 2 — 
(110.) Pate — e(P-Ptg-gH)+e-a =(, 


ET e, ann 0, 
y+h—-h = WU, 





Setzen wir der Kürze halber: 
? Nu - y7 
fa z+bp+eg+ e r+gs+h t)oy = f . 
J a 
X 
so folgt, indem wir über den Umfang des Rechteceks Art. 15 integriren: 


y X . 
0=—/ (ms+Ag+np) dy +f (es+Pp+r7g)ude 


as- b,p+ce,g+er+gis -h,Nox — 








r 
h 


.r ’ x | ö 
+ (a3 ++ P)indy +/ (@2+ Pp +Yg)vda 


/ 4 Er: uf ay he 


Tu 7 


“X aueh X .y- 
-1 / dx / — / de| I 
j Er: f iv 
aA A Yo 


Y N 


(111.) 
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Die vier Doppelintegrale ziehen sich in dies eine zusammen 


»Y »y £ 5 2 
—/ / dedy\(a-a,)s+(b-b,)p+(c—e,)g+(e-e,)r+(g-g)s+(hh)ll. 
Durch partielle Integration und unter Berücksichtigung der Relationen (110 
seht dies Doppelintegral über in 


e 
oO 
X /Y 2 
—/ S dedysb(d), 
wo C = P—P:ı 179-9: 
Auch in den einfachen Integralen fällt alles bis auf T fort, wie man 
an einem von ihnen, z. B. an 
»y 
| .) Ela; \ / 
= (34 gt zıp)ıdy 
G 
leicht bestätigen kann, indem man vom Doppelintegral her hinzufügt: 


y 
/ [6b-b,)3—(e—-e,),„+(e-—e,)p+(g—g.)g]dy. 


7 


Für e-—e, setzt man y, ein, dann fällt » heraus. Der Coeffieient von = wird 


oa +b—b, "/1r> 
darin b—b, = —P,+7..+0,+uL gesetzt, wird er 
— 3, +ud 
Der Coefficient von g wird —,+9-g = —?-+{©. Also wird das Integral 


über die Strecke I im Ganzen: 

(Te-B,+u8)3+gC-+H)dy. 

E 
Lässt man —/,2—qP als integrabel fort. so verwandelt sich das Integral 
in das erste in (108.) Man erhält also in der 'T’hat dieselbe Formel vom 
adjungirten Differential aus, wenn man ihm die geeignete Form giebt, wie 
durch die Multiplicatormethode. 











Ueber die rationale ebene Curve vierter Ordnung. 
Fortsetzung. Siehe dieses Journal Bd. 101, S. 300. 


(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.) 


r 

Nasiiem in dem ersten Theile über die rationale Curve vierter 
Ordnung eine geometrische Grundlage für die weitere Behandlung derselben 
gewonnen worden ist, soll nun in dieser Fortsetzung die algebraische Seite 
in den Vordergrund treten. Clebsch hat schon darauf aufmerksam gemacht, 
dass drei binäre biquadratische Formen als die zweiten Polaren einer Grund- 
form sechster Ordnung aufgefasst werden dürfen *). In Uebereinstimmung 
damit ergeben sich hier die Coordinaten der R, als die zweiten partiellen 
Differentialquotienten einer Form sechster Ordnung, von welcher Alles 
rational abhängig ist. Ich werde dieselben Bezeichnungen wie in dem 
ersten Theile benutzen, auf welchen ich hiermit verweise. 


$ 12. 
sine Parameterdarstellung der Punkte von R, sei gegeben dureh: 
1) ou =a+4bi+6c4’+4di+ei für i=1, 2,3. 

In $3 (11’.) haben wir wichtige Hülfsgrössen «,, /,, 7; eingeführt, welche 
nach $ 8 (23.) mit den Grössen a,, ... e, in folgenden Beziehungen stehen: 
[e„c,]- 2[P,b,)+ly.a,) = 0. 
(23.) [«„d,]—-2[P,.e,)+ly.b,) = 0. 
[e„e,]-2[P.d,)+[y.s) = °. 
Hieraus folgen die Gleichungen: 
1—2[eßbl+leyal=0, [eße]-[Pyal=0, [eyel—2[57b]=0, 
(29.) —2[adel+[eyb]=0, [apd—-[Ayb]=0, [eydj—2[Pye])=d. 
—2[eßd]+[oye])=0, [eße]l—[Pye]=0. [eye])—2[Pyd] = d. 





I 


I 





*) S. Clebsch Vorlesungen über (reometrie. Herausgegeben von Lindemann, Leipzig 
1876. 8. 900 Anmerkung. 
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Wir dürfen deshalb setzen: 


km, = 2le a), 


km, = 2lapb| = [aya|, 

km, = 2|ajse| = 2[Pya]| = |eyb] 
(30.) km; = 2[aßd) = 2|Pyb] = [eye], 

km, = 2[aße] = 2[Pye] = [eyd] 


km, = 2[Pyd) = |eye|, 





km, = 2|/Pye\. 


Führen wir nun an Stelle der x, folgende neue Coordinaten ein: 


r 


2rfoßz2]= 28; T[eye])=—28,; 2r[dye] = 28, 


so erhalten wir die Parameterdarstellung der Punkte von R, dureh: 





05, = mu + 4m, A 6m,i’+4m, A’ + m,4t, 
(31.) -08 = m, + 4m,A--bm, 4 4m, A’ m,i, 
05, = m, -+4m,A-+bm, 4 -+4m. 2’ +m,), 


[Far | 


welche so lange brauchbar ist, als [«/y| von Null verschieden ist, oder R, 


| 
L 


keinen Undulationspunkt hat. Diesen Fall schliessen wir zunächst aus. 
Setzen wir: 


(32.) M = mu" + 6m, u’ A4+ 1Dm, ui’ + 20m, ui’ + 1Dm, u’ ++ 6m. uh’ + m, 4, 
so folgt: 

/99\ ” 1 ( "M . | ( "NM . l ( "\ 

(33.) 05: = 6.5 ou’ TER 6.5 OuoA er 6.5 9 


Die Coordinaten von R, lassen sich demnach als die zweiten partiellen 
Differentialquotienten einer binären Form sechster Ordnung M darstellen. 
Selbstverständlich hat M keinen speciellen Charakter. Es ist nun leicht 
einzusehen, dass alle Combinanten der Formen (1.) invariante Bildungen 
vonM sind. Nach Gordan*) sind nämlich alle Combinanten der Formen (1. 


Covarlianten folgender Fundamentalecombinante: 


la+b(A,+A,)+ch,k,, b-+c(4, +h,)+di,k,, 4 d A, +4,) + eh,k,]|. 

Setzt man aber hier für «,, b,, ... die Grössen m ein, so erhält man eine Üo- 
variante von M. M ist demnach die wichtigste Combinante der Formen (1). 
Es wird sich nun darum handeln, erstens die wichtigsten Invarianten 

und Covarianten von M geometrisch als Eigenschaften von AR, zu deuten 


*) Vergl: P. Gordan: Ueber Combinanten. Math. Ann. Bd. \, s. 121. 
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und zweitens die geometrisch wichtigsten Punktgruppen einer allgemeinen 
R, dureh Gleichungen zwischen den Covarianten von M darzustellen. Dies 
soll nun im Folgenden geschehen. 


$ 13. 
(reometrische Bedeutung von M=VQ. 

Wir denken uns die Coordinaten von R, stets durch die Gleichungen 
(31.) oder (33.) dargestellt, schreiben aber zuweilen des bequemeren Aus- 
druckes wegen m, für a,, a, oder —b, für m, etc. 

Zunächst möge die geometrische Bedeutung von M=0 angegeben 
werden. Es ist in $ 3 eine projeetive Abbildung des Kegelschnittes X auf 
R, gegeben worden. Ist: 

u(lou)=u; 2ZulPu)=wm; uflyu) = u, 
so haben wir für die Tangenten von K zu setzen: 
u, =l; w=—2;: wel: 


Die Gleichung M = 0 dürfen wir aber schreiben: 


1 U: ia u AR ER 
- | — uU +2 ——— ul t+ — a2 — ( 
6.5 tou’ ouo) O4 
oder: 
U, 3 = TS U; E. -— 0, 


wenn & ein Punkt von AR, ist, für welchen M=0 und » die ihm ent- 
sprechende Tangente von K ist. M=0 ist also die Gleichung der Parameter 
der sechs Punkte von R,, welche auf den ihnen entsprechenden Tangenten von 
K liegen. Diese 'T’angenten von K sind aber zugleich 'Tangenten von 7%. 
derjenigen Curve dritter Klasse, in Bezug auf welche die Punkte von R, 
die zweiten Polaren der 'Tangenten von K sind ($ 9). In der That, die 
(Gleichung von 7, nimmt jetzt die einfache Form an: 


ma, + m, (— Bu, u,) + m, (Bu, u; 4-90, 0;) +m;(— bu, uU, — %;) 


+ m, Bu, 5 + 3u;u,) + m, (35) mw = 0. 
Setzt man hier = 4: = — 24; u =1, so folgt M=V0. 


Die zweite gemischte Polare für die Punkte 4, und 4, bezüglich M ist: 


BE nn 
F Er +(4, 7 k,) 


6. 


a? D° 
iR 0 Be wi) 
( 


1 


ouch 


Setzt man hier: 


shi; me —ktl) mel, 
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so sind A, und 3, die Schnittpunkte von # mit K, und wir erhalten: 


HS Tyson 


i 


18, = 0, 
d. h. jeder gerade Schnitt von R, liefert vier Punkte, welche bezüglich M die 
zweite gemischte Polare derjenigen Punkte sind, in welchen dieselbe Gerade 
den Kegelschnitt K schneidet. 

Um die Hessesche Form von M zu deuten, bemerken wir zu- 


nächst, dass: 
dagegen: 


wenn: 


rn Mn 


m m m m, 


(35) £ 


N} 
u 


m, m m, m; 
m m mM mM; 
Die Gleichung von K wird dann (siehe $ 3, S. 307 des ersten 'Thheiles 
(6) K=&H-H)E=V0. 
Setzt man in diese Gleichung die Werthe aus (33.) ein, so ergiebt sich, 
dass die Hessesche Form H von M gleich Null gesetzt die acht Schnittpunkte 
von. R, mit K auf R, repräsentirt. 


H hat noch eine zweite Bedeutune, wenn wir bemerken. dass auch: 


©) 
o’M o’M 
1 A33 TE 
ob cohou 
n N o’M o’M 
(6.9.4) = | I 
> eu ol cu oAou’ 
2 o’M o'M 
h ATA 
okOou" cu 


d.h. H=0 stellt diejenigen acht Tangenten von R, dar, welche durch die 
ihnen entsprechenden Punkte von K gehen. Es muss hier ein Irrthum be- 
richtigt werden, welcher sich in $5 des ersten T'heiles vorfindet. Die dort 
angeschriebene Gleichung (14.) ist identisch mit H=0 und stellt nieht die 
Parameter der Berührungspunkte der Doppeltangenten dar. Die Anführung 
des nicht richtigen synthetischen Satzes beruht auf einer Verwechselung. 


/’ci® 


(Siehe den folgenden Paragraphen.) 


\ 


Die Schnittpunkte von A, mit K als Elemente der letzten Unrve 
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sind die Nullwerthe von 4, u, der Diseriminante von 


oM ,. oM 
/ 


ou is v 


u 


oder diejenigen Elemente von K, deren erste Polaren bezüglich M=0 Doppel- 
punkte haben. 


$ 14. 
Wir wollen nunmehr nach Clebsch *) folgende Bezeichnungen für die 
wichtigsten Invarianten und Covarianten von M einführen. Es sei in sym- 
bolischer Schreibweise: 


N=/= ii, 
‚.. IH = (ab) abi; j= (ab) ae) (be)’a,bie,; i= (ab)a,b,, 
ie (aa;  p= (aa: A=W)G,, 
A = (ab); B = (i%; =); AM, 





dann gelten die Beziehungen: 


37) p= 5-5; A,=2C44AB; 144E= A?—6B, 
Die Gleichung j = 0 stellt die Parameter der Wendepunkte von R, dar; 
denn es ist: 


o'f of o’f 


ow' Ou’oh ou?oh 
r 3 dp ap n4p 
Olr- 4 I |= 4. 
\Hf ( u’ch ou’ch ou O4’ | b. 
öf Of of 
ou’ok?  ouo) ou‘ 


Um die Bedeutung von i=( zu erhalten, schreiben wir © in der Form: 
(38.) = (m, + 2m, A-+m,1”) (m, + 2m,i+-mg;%‘) 

4(m, -- 2m,&-1m;A”)(m,-+- 2m, 4+m,A) +3 (m, + 2m; A-+-m,)). 
Setzen wir hier in jedem Klammerausdruck: 1= u; -—A=u; K“=u, 80 
erhalten wir für = 0: 

(17.)  (au)(eu)—4(bu)(du)-+3(cu) =. 

Dies ist aber in Linieneoordinaten die Gleichung des von den sechs Wende- 
tangenten der AR, berührten Kegelschnittes S. i= 0 liefert also die Para- 


Siehe Clebsch: Theorie der binären algebraischen Formen. >. 283 u. f. 
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meterwerthe derjenigen Punkte von K, welche den vier gemeinsamen Tangenten 
von K und S zukommen; sie sind zugleich diejenigen Elemente, deren zweite 
Polaren bezüglich M Gruppen von äquianharmonischen Punkten bilden. 
Für / finden wir analog: 
(39.) - : = |—2[aed]-+[abel| — 4 !8[bed|—[ace|! +4 |—-2[bee|- [ade 
d.h. !=0 stellt diejenigen beiden Punkte von R, dar, in welchen der Wende- 





kegelschnitt, abgesehen von den Wendepunkten, R, noch schneidet. Verl. 
$ 10, (28.). 

Um die Gleichung für die Parameter der Berührungspunkte der Doppel- 
fangenten von R, zu erhalten, machen wir folgende Betrachtung, welche 
die anfangs des $ 5 gegebene zu ersetzen hat. Es sei wieder R, das 
perspeetive Bild einer Raumeurve @,. Die Nullsysteme der ersten Oseu- 
lanten der oe, gehören einem Bündel an, dessen Träger die Regelschaar 
ist, durch deren Strahlen je drei doppelt berührende Ebenen von o, gehen. 
Diese Nullsysteme umhüllen einen Complex zweiten Grades, dessen Singu- 
laritätenfläche eben diese Regelfläche ist. Der Kegelschnitt N (vgl. $ 6 
entsteht nun als Schnitt der Bildebene mit demjenigen Complexkegel, dessen 
Spitze das Projeetionseentrum ist, und ist projeetiv dadurch auf R, bezogen. 
dass die Wendegeraden der ersten Oseulanten von A, die Curve N berühren. 
Eine Doppeltangente von R, schneidet somit N in denjenigen Punkten, welche 
den Berührungspunkten der Doppeltangente mit R, entsprechen. 

Die Tangentendarstellung von N ist nun ($ 6, (20".)) 

20) ev; = [a,d,|+3[e,b,)+%;jla,e,]—2[b,d,]; +4 |[d.e,\-+3l[d,e,]): 
wobei i, u, v=1, 2, 3. 
Hieraus folgt die Punktdarstellung von N: 
03, = % \e,|abe]|-+ 3a,|cde]— 3e,|acd|— 2b,|bde|- 6d|bed|' 
jilden wir jetzt: 
D=[a+3bi1+3cH+di, b+3cCh+3di +ei, 2|=V0., 
so erhalten wir die Gleichung für die Parameter der Berührungspunkte 
der Doppeltangenten. Es folgt: 
(40.) D = 7° |3lade]|cde\—- 2|bde}’' 

ls ist aber nun: 

J 

6 
l 
a 


= [a+2bi+cH, b+2ci+di, c+2di-+er |, 


-2[beel-|adel| 4 +--- 
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Daher: 


(41.) 4 er -2[bee][ede]--[ade]|cde]|| #-+---. 


Die Gleichung des Kegelschnittes X aber ist (vgl. $ 3) 





K = [xab]||xde)—|xac]| xce]+[xad]|xcd] 
(42.) +[zbe][xbe]—[xbd]+[xcd]|xbe]| = 0 
= E(5-8) 
Dureh Einsetzen von &;= a,—-4bA+----Hei* in K=0 erhalten wir: 
HE 


(43.) >». = |lade][ede] —[bde]'+[ede][bee]| #°+---. 


Wir erhalten deshalb für die Parameter der Berührungspunkte der Doppel- 
tangenten die Gleichung: 
wo 
(44) D=HE+Lz=0. 
$ 15. 
Fünf eovariante Kegelschnitte eines Büschels. 

Herr W. Gross hat schon gezeigt *), dass der Wendekegelschnitt, der 
durch die acht Berührungspunkte der Doppeltangenten gelegte und der von den 
Wendetangenten der R, berührte Kegelschnitt in einem Büschel liegen. Abeı 
noch zwei andere wichtige Kegelschnitte, nämlich K und N, gehören demselben 
Biüschel an. Diesen Kegelschnitten entsprechen fünf wichtige Complexe 
zweiten Grades, welche bei der Raumeurve o, auftreten. 

Der Kegelschnitt X hat die Gleichung: 


(42) K = [xab|| xde)—-|xac||xce)+J vxad]|| zed)-+|xbe][ xbe)--[xbd)’-[xed\[xbe. 
Die Tangentendarstellung von N ist: 

(20°)  Trad]—3[rbe] +4 )[rae)—2[xbd]} +4 [xbe]—3[xed]| = 0; 
die Gleichung von N deshalb: 
-45,\ I|N= 4|zad||xbe]—12[zad|[xed]— 12|xbe]|xbe| | 
N +36|.rde][xed]—|[xae)’—4|xbd)’+4|rxae)|xbd]| = 0. 
Die Gleichung von S in Linieneoordinaten ist: 

(17)  (an)(eu)— L(bu)(du)+3(cu) = 0, 


N 


Vol. W. Gross: Ueber die Combinanten binärer Formensysteme etc. In.-Diss. 
Tübingen 1887. S. 45. 
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also in Punkteoordinaten: 


2, 2 u A se Fe DE Bi 
Fe eu 50 9 
4d, Ad, Bu 
— be —be —6c 9 0 dd 10 Od 
S= | 4b, 4b, u Er ed 
—d, —d), 1a, BB BR VO OO 1 
0 0 a ET 
() v Br EEE Eee 9 
0 0 Mr Gr Te mE 
oder: 
46, IS = —S[rab||rde|+ l2|xce| zac|—8|xbe||xad| 
en | -48[rbe||xed|+|xae)+16|zbd|' = 0. 


Es folgt sofort: 

(47) N+S+12K = 0, 
die drei Kegelschnitte N, S, K gehören somit zu einem Büschel. Dei 
Wendekegelschnitt schneidet nun AR, in acht Punkten, deren Gleichung ge 


geben ist durch: 


\ ] l ir 1 1 - .Q 
(41.) 2 y- —2[bcel[ede|-+[ade||cde|| #+--- — 0. 
# ) ä ’ı i k L - 
Setzen wir ferner n S=0 die Ausdrücke: 2, = a-+4bi-t-. + e4' 


ein, so erhalten wir die Gleichung der acht Punkte, in welchen A, von S 
eeschnitten wird, in: 
—48[bce||ede|+ 16|bde\\#----- = 0. 
K liefert aber auf AR, acht Schnittpunkte, deren Gleichung lautete: 
(43.)  |lade\[ede]—|bde)’+[ede\|bee||#"+--- = 0. 
Für die Gleichung des Wendekegelschnittes w = 0 ergiebt sich deshalb: 
(48.) ltw = S+16K =(. 

Endlich erhalten wir nach $ 14 die Gleichung des KWegelschnittes., 

welcher die Berührungspunkte der Doppeltangenten enthält: 
(49.) D=w+2K=(. 

Die Grundpunkte des Büschels dieser Kegelschnitte entsprechen auf K eier 
Parameterwerthen, welche wir noch aufsuchen wollen. 
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Setzen wir 
n,. = ae, +a,e—4(b,d,+b,d,)+b6e;c;,, 
so 18t; 
N — n.,—4n,,4 * 2in;- 2n.,| 2. Anz +tnyi*, 
A 


") 


34 = 60,4 2n;na + Fnuny dt. 


— Mm, — bm, m. + lDm,m,— 10m; = n3—-n.. 


Die Gleichung von S in Liniencoordinaten heisst: 
S = 2.02.08, = (0. 

Stellt man aus der letzten Gleichung die Gleichung von S in Punkt- 
coordinaten dar und setzt dann 5 =4; ,=4; &=]1, so erhält man die 
(rleichung für die Schnittpunkte von K mit S. Also: 

N Ne N: 4 

| N: Na Na: A u 
dh = ANZ Non) 

N; Na N: 1 

Mc 1 0 
oder: 

Wir wollen ferner die Determinanten der Kegelschnitte S und N an- 


geben. Es ist: 


2 ‘ c 
ON, | ‚ BY/R N; 1 2n,, 
} IND Zt et) Ze eN? 6 ’ 2 2 
( 2 (“ ) (Gi q Pi (2 i) — 37 In, N; [ -2n. ze, IN; 
Nn.,-+- 2n,, - IN; IN, 


und die Determinante von 8: 
A Min Nie 
> | Ba. Me. 
N3 N: My 
Man findet hieraus leicht: 
(50.) 4.27V,=18C-A(9B—-2A”) oder 12V,= A,+32AE. 
Ist =0, so gehen die sechs Wendetangenten von R, zu dreien durch zwei 
Punkte. 
Die Determinante von N ist gegeben durch (s. Gleichung (17.)): 
x = F+(lad)—3[d,6])((a,e)—2[b,d;,])([b,e,])—3[d;e;,]). 
oder ausgerechnet: 


 „ = [ade)|abe\—3|ade||acd 





+2[abd]|bae\—3|beel|abe|--9|bed)|ace|—18|bed 
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oder: 


wie sich aus der späteren Darstellung von A, und AE sofort ergiebt. Ver- 
schwindet ‘/,,. so gehen drei Doppeltangenten von R, durch einen Punkt. 

Die Gleichung des Wendekegelschnittes w in Liniencoordinaten nimmt 
eine sehr elegante Form an. Wir haben ihn ($ 10) als Ort der zweiten 
Polaren der Strahlen eines Büschels P in Bezug auf die Curve dritter Klasse 
P, gefunden. Die Gleichung der zweiten Polaren der (eraden « ist aber (25. 
95, | (zu) (au)+4(Pu)(eu)+(au) (eu 
ar .) B u .. er 4 N 7 " R PER N, M 
I-4(Pu')(yu')(bu) +2(yu)(au)(eu)— Lau )(Pu)(du . 
Besteht nun die lineare Gleichung: 

ars ' y +) N f AN .——n 
tı(yu)—2,(Pu)+b(au) = 0, 

so ergiebt sich die Gleichung der Polokonika oder des Ortes der zweiten 
Polaren dieses Büschels in Liniencoordinaten durch *): 


Er t; t, 

ne .t (au) (bu) (cu) 

(92.) nt 
t, (bu) (cu) (du) 


(EN a (ae) 
t;, (cu) (du) (eu 


tı = —-A[BE]+2[CD), 
, = S8[AE]- [BD], 
t, = —4[AD]+2[BC], 


so erhalten wir die Gleichung des Wendekegelschnittes ($ 10, (28. 


$ 16. 
Die Doppelpunkte von R, und die durch sie gelegten Tangenten von X. 
Um die Gleichung für die sechs Parameter der Doppelpunkte von 
R, zu bilden, suchen wir zunächst die zu AR, perspeectiven Strahlenbüschel 
zweiter Ordnung auf. A, ist gegeben durch: 


(1) oz, = a+4bi+6e 4 +4d,H+e,i, 


*) S. Cayley: Mem. on curves of the third order. Phil. Trans. vol. 147. p. 416 
oder Durege: Die ebenen Curven dritter Ordnung S. 178. 
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diese identisch 


























Kegelschnittbüschel, 


2, 
a, 
4b, 
be, 
Ad, 
e, 

0 


welche A, erzeugen. 


a; 
4b, 
be, 
Ad, 


e; 


0 


ad % 0; 
4b, 4b, 4b, 
be, 66, Be; 
Ad, Ad, Ad, 
e, e, e; 
() 0 0 
0 0 ( 
e. u. 5 
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S;2,(m-+nA-+pa) =. 
l 






Ein zu R, perspectiver Strahlenbüschel zweiter Ordnung sei gegeben durch: 


Werden die Ausdrücke (1.) in die zweite Gleichung eingesetzt, so muss 
verschwinden. 


‘s muss deshalb jede gleich Null gesetzte 


0 0 0 0 0 0 
rt 0 0 
4. 2 4, os a. ©, 
be, 66, Ge, 4b, 4b, Ab, 
dd, Ad, Ad, Ge, Ge Ge; ü 
e, e; e, Ad, Ad, Ad, 
0 0 0 e, e; e, | 
2, in, As, Ur, An, Ur, 


T, 


a, 


4b, 
be, 
Ad, 
e; 
() 
0 
0 


0 


Ad, 
e, 
0 
0 


0) 

0 
a, 
4h, 
be, 
Ad, 
e, 
0 
0 


0 


4b, 
be, 
Ad, 


Ü 
( 


Determinante folgender Matrix einen zu AR, perspectiven Strahlenbüschel 
zweiter Ordnung ergeben: 


Fügen wir hier als neunte Horizontalreihe einmal 000000 x, 2, r,. ein 
anderes Mal z, 2, 000000 hinzu, so ergeben sich zwei projeetive 
Die Grundpunkte des ersten 
Büschels sind die drei Doppelpunkte und der Punkt von AR,. welchem 
, = x zukommt; die Grundpunkte des zweiten sind die drei Doppelpunkte 
und der Punkt von R,. dem A=0 zukommt. 


Durch folgende Gleichung 


ausserdem die Punkte = 0 und = % enthält: 


0 
0 


4b, 


v 
0 
0 


d, 


4b, 


Ad, 


e, 


01 
0 


a; 
4b; 
be, 
4d, 


e, 


wird demnach ein Kegelschnitt dargestellt, welcher die Doppelpunkte und 


V, 
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oder ausgerechnet: 





























4| ab] |4°.6|bed]||ade|—4.6°|bee|| wce]|+&°|bde|| abe|— 4.6|cde||vae|' 
59) 6lxac) )4°.6|acd|| ade]— 6’ |ace||xce|+4'|ade|| be) 
(99. 
: +4[rad|| 4[abd|| xde|—4.6 |abe||xce|+4 |ade||.vae| 
— [zae]\4°.6|abe)|xde\— 4[abe||xbe)+6 |ace||xae|' = V). 
Setzt man in diese Gleichung: z; = a,+4b,4-+---+e,4° ein, so erhält man 


nach Weghebung des Factors 4 die Gleichung für die sechs Parameter der 
Doppelpunkte von R,. 
Also: 
f* —= 44 \4|abe|\4.6’|bee||ede|— 4'|bdel'+-4.6|cde||ade| 
I6Jace||ede\— 4 \ade||bde|' 


+4[ade||4.6|abe||cde\— 4| ade 


(54.) 


\ 





— blace 








(| () 
y! \ 


Mit dieser Gleichung stellen wir zusammen die Gleichung sechster 
Ordnung in 4), welche die Parameter der von den Doppelpunkten un R, ge- 
legten Tangenten liefert. Zur Herstellung der letzteren betrachten wir die 
Abbildung von A, auf K. Die Punktpaare von K, welche den Berührungs- 
punkten der Doppeltangenten von ZA, entsprechen, bestimmen durch ihre 
Verbindungen die Grundtangenten einer Kegelschnittschaar, deren Poldreieck 
folgende Kigenschaft hat. Seine Seiten treffen X in den sechs Punkten, 
welche den Doppeipunkten von K entsprechen. und die dureh seine Ecken 
gelegten T’angenten berühren X in den sechs Punkten, welche die gesuchte 
Form 9=0 geben. 

Nun ist die Gleichung jener Kegelschnittschaar ($ 5, (15.)) ge- 
geben durch: 


F=6An— 5Bum+ Cu, + u) 


2) 


5Du,u,+bEu, = 0, 


y 


wobei die Grössen A, B, ... E den drei Gleichungen: 


Aa,— Bb --Ce—Dd-+kEe, = 0 
genügen. 

Wir denken uns die Schaar durch zwei solcher Wertlisysteme der 
(srössen A, ... E bestimmt und suchen drei Kegelschnitte U, V, W auf, welche 
dem Diagonaldreieck der Schaar einbeschrieben sind. Die Jacobische Curve 
dieser Kegelschnitte ist dann bekanntlich das Produet der drei Strahlen- 
büschel, deren Mittelpunkte die Ecken des Poldreieckes der Schaar sind. 

Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 4. 40) 
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Da: 
( F ‘ Y ‘ G . oF ‘ > Y " 
arm 2Cn,—3Du,+12Eu;: = — Bu, +2C0w—5Du;: 
| F ‘ 
=, = 12Aw,—3Bu,-+2Cu, 


so erhalten wir, wenn wir setzen [ABl= AB —AB ete., für U, V, W die 
(sleiehungen: 

U = b/BC\w+6[CD\w-36| DEja—9[ BD \u,u,—24[| CE u, u, 
— \6[CD)—-36|BE]luu, = 0, 

= —24[AClg—9|BD|w—24[CE]u+\6[|BC]|+36[ AD] u;«, 
+,6[CD]+36[ BE wu, —144[ AE]Ju,u, = 0, 

Ww 36 ABl -+6| BC |w+6|CD u; — 24| AClu,,—9|BD\u,u, 
— 6/BC]—-36[AD uw, = 0. 

Bilden wir jetzt die Jacobische Determinante: 
oU cU oU 


C u, ( u, ( u, 
oh Be El 
( u, ( u, ( u, 
coW oW oeW 
ON, ( Hu, ( N, 
und setzen in dieselbe ein: ,=4; = —24; m =1, so erhalten wir hieraus 
die Gleichung 9=0. Es ist also: 
12[BC] —9[BD| —6[CD)+36[ BE) 
‘55°. 0 = 4 —48[AC] 6[BC])+36[AD] —144/[AE| + 
2[AB| —24[AC] —6[BC]+36[ AD] 


oder weiter ausgerechnet: 
(9 = 274° |-16[BC]-+6.16[AC][BO)| BD] — 16.16[ AC [CD] 
| +-96[ AB] 16 [ AC][CE]-36[ AB][ DE]+[ BC)[CD]—-6[ BO] BE]!\+---. 


Nun bringen wir die Gleichung 2=0 noch auf eine andere Form; wir 


- 


BR; 


dürfen nämlich setzen: [abe] = |DE]:; [acd| = |BE) und so fort, und erhalten 





deshalb: 
6) | Pen HR oe 
(54 ri j' — 41 /[BC]—6[ AC][BC][BD]+ 16] AC[CD]} 16 
| | -24[ AB]|—24[CD]| ADJ—8[CD|[BE]-+-9[ BD] }-+--- 
Also: 
0 s2 [ »1.,.36 
rn 24| AB]y@ + ---, 








wobei: 
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z = | BD] -+64| AC\|CE]— 144| AB] DE) 


24[BC[BE]—24[ AD 


ist; z=0 stellt aber die Bedingung dar. unter welcher AR, 


Punkt hat. denn es ist: 
124 


12A 


—3B 


3B 


z ist demnach eine Invariante von f. 


wir die Gleichung: 


—53B 


-3b 


2C 


2C 


(D6.) 


Multiplieirtt man in dieser Gleichung auf beiden Seiten mit /, 
man, dass der durch die Punkte 9=0 gelegte Kegelschnitt ausserdem AR, 


SC 3D 
20 3D' 


Su Ur. 
3D 12E r 
3D 12E 
und da > — AB, 
2 
Er 


noch in den Punkten /=0 schneidet. 


z kann leicht durch A,, A und E ausgedrückt werden. 
Als Invariante von 7 ist A 


aber 


IV >> 


Nun ist: 


E’m,m, = 4| oa 


E’m,m, = 


E'm,m;, = 2[/ 


E'm,m, = 


E’m,m, = 2leyb||Pye] 


Em = 
folglich: 
K*A 


) 


*) Diese Gleichung giebt in anderer Form Herr Brill: Ueber rationale Curven vier 
Ordnung. Math. Ann. Bd. 12 S. 111. 


gegeben durch: 


| X = 16[ADJ[BE]-+4[BC][CD]—-8[BE][BC 


—S[CD|[ AD] —64| AE]’— [| B 


mm, — bm, m; + lDm,m, — 10m,. 


rn 4| m 


]I ve — 
Ber 


4 
f} IIIKL 


> 1 ) 
= —4|o/3y ||aße)-+4|ojse 
4 oe 
I y Iu,| am\.:_DI Au, | ya 
2... 
2 Pya)\ayd 


“>| Da, | a,p| _| >| are) ’) 
Zloßylibye|-+2leaye||, 


A} 1 nl 


el+-Bldyal+5lbye]}. 





einen dreifachen 


AE\[BD), 
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Setzt man hier die Werthe von «, /?, 7, aus Gleichung (11’.) $ 3 ein, so 
folgt: 


HA u er v 
a8, 1-5 = -IBelleD)-[Be][BE]+[BDY-+[BD]LAE]-[CD][AD) 
Ma _6[ADI[BE]-+-6[CE][AC]-+10[AE?— 10LAB][DE). 
und es ergiebt sich: 
(59) 3% = ar AE. 
$ 17. 


Berechnung der Form #2. 

Wir haben jetzt noch (2 durch Elementarcovarianten von f auszu- 
«drücken, wozu die Formen f, il, P und j ausreichen. f und ö müssen aber 
dazu auf eine passende Form gebracht werden. 

Es ist: —fE’ = 2[Pye]a’+ 

Nach Gleichung (11’.) ist aber: 

2[Pyel = | —-d|abe)—d|acd)+c[ace]+c[bed]—b|bece|, 
— d|bed|+c[bee|—b[bde]--a{cde|, e). 
Nach Ausrechnung dieser Determinante und Einsetzen von [AB] ete. für 
Iede| etc. folgt: 

F -fE? = |—[AC][CD]—-[ ACY[BE]+[ AD] BD][ AC)+2[AD][AE]| AC| 
(60.) —[ADY’+[AB]!2[AD|[CD]—2[ AE][BD]+[BC][CD]-+[BE][| AD] 

| +[BO)[BE)—-[AE’— [BD -+--.. 
Für © haben wir: 

=. (m, m; — Am; m; + 3m, ) A’ +. 


Nun ist nach Gleichung (30.): 


E’im,m, = 4[Pyel[leße]l= 4lapy][Pce]+4[Pyellede], 
Ei = — 4[Pyellape], 
E’m;m, = 2[Pyd][eye] = — 2|epy][eyd)+2[Pyelleyd], 
Em = = 2[Pyelleyd). 


Daher: 
E’ (mm; — 4m;m; + 3m;) = 2[eßy]]2[Pcel+4[eyd])). 


Nach Einsetzen der Ausdrücke von «,, P, y; nach (11’.) folgt daher: 


E53 = |fede][abe]—-3[ede][acd]-+ 4[bee][bde]—[bee]]’+--- 
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ferner ist: 


(39.) : — !2[bcel—[ade||4 +---. 
Folglich: 
61) ES = |[AB][CD]-3[ABJ[BE]+4[AE][AC]- [AD] 
< 2[AD]-[BO]!% 

ferner ist nach Gleichung (39.) 

(62.) u — /-8[AD}P+12[ADY[BC)-6[ADI[BCY-+[ Bo}! % 
und endlich: 

( - 
\® .) - J 
| +24[ AB]|—24[CD][AD)—8[CD|[BE)+9[ BD} |} +---. 


Bilden wir nun den Ausdruck: 


uTrY)pn a) ‚l I’ 
— 16E’f-4E < + 


64 


2 
{ 


1 > 
1: P. 
so folgt: 

P= [AB|Ai+--- 


wobei: 
A = —16[AC][CE]+4[ AD} CD)+40[ AD|| BE) —32| AE)| BD) +4| BC 
+2[BC][CD)—-16[ AE]— 
Oder nach Gleichung (57.) und (58.): 
Ban - 2; 


A ist somit eine Invariante von f, und da: 


Y = — [ABJi+-- 
6 
erhalten wir: 
® Bi „Em u J 2 A, 
(63.) 757 —16E’f—4E BF.‘ Du (8AE— n )- 


g 18. 


Specielle Fälle. 


'|BE)| 
>| BD}. 


Wir betrachten zuerst den Fall, für welchen i identisch verschwindet. 


Es ist dann f Covariante sechster Ordnung einer biquadratischen 


und: 


= -dul; I=0; A,=V; =; p=d. 


*) S. Clebsch a.a. 0. S. Hi. 


Form *) 
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Daher ($ 3): 


. . f A Fi l 2 4 s TV | 1 A 
J ER 39 b) 6 2 = fE\-16E- 37 A (’ 


Wir haben es zu thun mit der lemniskatischen Curve A,, bei welcher 
die Doppelpunkte mit den Wendepunkten sich vereinigen. Der Wende- 
kegelschnitt » wird unbestimmt, während die übrigen der in $ 15 bestimm- 
ten Uurven des Büschels zusammenfallen. 

Zweitens betrachten wir den Fall, für welchen g identisch ver- 
schwindet, ohne dass «=. 

Da 2p = HA—- 4, so ist jetzt ö das Quadrat einer quadratischen Form 
und zwar der Form /. Der Kegelschnitt S des Büschels wird unbestimmt. 
R, ist dritter Klasse. — 

Wir haben schon bemerkt, dass unsere Formeln unbrauchbar werden, 
sobald R, einen Undulationspunkt hat. "Trotzdem können wir durch die 
Gleichungen (33.) eine Curve bestimmen für den Fall, dass die Invariante F 
verschwindet. In diesem Falle haben alle Quadrupel der Fundamental- 
involution drei gemeinsame Punkte. Es ist nämlich: 

m, A— m, B+ m, C—m, D+m,E = Q, 
(9.) m, A—-m,B--m,C—m,D-+m,E = QÖ, 
m, A- m, B--m,C-m,D-m,E = VQ. 


Setzt man hier zunächst E=0 und A, B,... D für A, B,... D, so 


+ a1] 
tolgt, weil: 





m, m m m; 


J 


m, m m, m, 
En 0) 


ms m, m, m, 


> 


Mm, Mm, mM; mM; 


ist, das System von Gleichungen: 
m, A --m, B m,C —m,D = 0, 


m, A —m,B --m,C' —m,D' = 0, I 
m, A —m,B --m,Ü —-m,D' = 0, 
m, A —m,B' --m.C —m,D' = 0, 


Setzt man aber in (9) A=0 und B’, C", ... E’ für B, C, ... E, so folgt 
wiederum, wenn E=0 ist, das zuletzt angeschriebene Gleichungssystem, 
wenn in demselben A’, ... D’ dureh B”, ... E" ersetzt werden. Es ist deshalb: 
A':B:C:D = B":0":D":E". 
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Es sind somit zwei Quadrupel der Fundamentalinvolution gegeben 

dureh die Gleichungen: 
U=-FA)=0 und U,=4AF(h)=0, 

wenn F,(4) eine Form dritter Ordnung in 4 ist. Die Funetionaldeterminante 
von U und U, wird dann das Quadrat von F,(). Die Curve R, besitzt 
drei Undulationspunkte. Die Tangenten von AR, in diesen Punkten bilden 
ein Dreieck, welchem doppelt unendlich viele Kegelschnitte umschrieben 
werden können. ‚Jeder derselben kann an Stelle des Kegelschnittes K 
treten, welcher hier unbestimmt wird, und zu jedem Kegelschnitt X gehört 
eine Form f, sowie eine äquianharmonische Uurve #,. Die Grundform 
f ist die Summe dreier sechsten Potenzen linearer Formen, welche die drei 
Undulationspunkte darstellen. E=0 ist, wie bekannt, die Bedingung dafür, 
dass f als Summe von drei sechsten Potenzen dargestellt werden kann und 
j ein Quadrat wird. 


$ 19. 
Bemerkung über die Diseriminante von j. 

Herr Brill hat gezeigt, dass die Diseriminante der Wendepunkts- 
sleichung rationale Faectoren besitzt *). Die Diseriminante von j besitz! 
deshalb auch rationale Factoren. Einer derselben kann sofort angegeben 
werden. Er ist E’. Der andere Factor, „der Cuspidalfaetor“, würde durch 
die Bedingung gefunden werden, dass ein Quadrupel der Fundamentalinvo- 
Iution einen dreifachen Punkt hat. Es müssten dann die Gleichungen: 

0—3BD+12EA = 0 
und 
T2ACE—27 AD’+9BCD —27B’E— 20° Ü 
bestehen. Setzt man hier A+rA,... E+tE für A, B,... E ein, so ist 
das Eliminationsresultat von 7 aus beiden Gleichungen der zweite Factor 
der Diseriminante von j. 


SI: 


Ss 20. 


Schlussbemerkun« 
Wie für die ebene rationale Curve vierter Ordnung alle Combinanten 


als Covarianten einer Form sechster Ordnung sich ergeben haben, so sind 


die Combinanten der rationalen Curve R. »ter Ordnune in einem Raume 


*) Brill a.a.0. 
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von (a—2) Dimensionen Covarianten einer Grundform 2(»—1)ter Ordnung. 
Durch passende Coordinatentransformation lassen sich die Coordinaten von 
R, als die (a—2)ten partiellen Differentialquotienten dieser Grundform dar- 
stellen. Zu einer Curve R, gehört eine covariante Curve (“—2)ter Ordnung X, 
auf welche sie naturgemäss abgebildet ist *). Diejenigen 2(»—1) Schmie- 
gungsräume (a—3)ter Dimension der Curve K, welche die ihnen entspre- 
chenden Punkte von R, enthalten, liefern die Grundform. So kann die 
T'heorie der rationalen Raumeurve fünfter Ordnung auf eine Form achter 
Ordnung gegründet werden. 

*) Vergl. dieses Journal, diesen Band: „Ueber die Fundamentalinvolutionen auf ra 
tionalen Curven,“ 8.38 fl. 


Aachen. im December 1887. 


Nachschrift. Nachdem vorliegende Arbeit der Redaction des Journals 
eingesandt war, ist eine Dissertation des Herrn E. Meyer: „Die rationalen 
ebenen Curven vierter Ordnung und die binäre Form sechster Ordnung, 
Königsberg 1888“ erschienen, in welcher das gleiche Thema behandelt 
wird. Diese Arbeit hat einen wesentlich algebraischen Charakter, während 
die hier vorliegende durch die geometrische T'heorie auf die Form sechster 
Ordnung kommt. Beide führen zu denselben Resultaten und ergänzen ein- 
ander mehrfach. Eine andere Dissertation über denselben Gegenstand hat 
Herr W. Friedrich verfasst: „Die rationale Planceurve vierter Ordnung im 
Zusammenhang mit der binären Form sechster Ordnung, Giessen 1886.“ 
Leider ist mir diese Arbeit nicht zugänglich gewesen. 

April 1889. 





Anwendung der Modulsysteme auf eine elementare 
algebraische Frage. 


(Von Herrn E. Netto in Giessen. ) 


. 
\W enn man diejenige Gleichung 
EN DURFTEN 


bestimmt, deren Wurzeln gleichzeitig die beiden Gleichungen 


. r 


f(z) = ar"+a,r ++a,=0, ga) = bur"+b,r""+..+b, = 0 


befriedigen, und man wendet hierbei die Determinanten in gewöhnlicher 
Weise, nicht in der verkürzten Bezoutschen Form an, dann ist k(x) im All- 
gemeinen nicht der grösste gemeinsame Theiler von f(x), g(xz), sondern 


u 
J 


gleich dem Produete aus diesem und einer Constanten, welche nebenbei 
bemerkt — die Resultante der nicht gemeinsamen Faetoren von f(r). g{r) 


wird. Multiplieirt man also A(x) mit (a,u-+b,v), wo a, e willkürliche Con- 
stanten sind, und bedenkt, dass der erste Coeffieient des gemeinsamen Theilers 
von f(x), g(x) ein Theiler von (a,#-+-b,e) sein muss, so folgt, dass alle 
Producte (a,0+b,e)e, durch ce, theilbar sein müssen. Diese aus der Be- 
deutung von A(xz) unmittelbar ersichtliche T'hatsache erscheint als ein Pro- 
blem, sobald man lediglich mit den Determinanten operirt, durch welche 
Cr Cs +++ C,„ gegeben sind. 

Etwas Aechnliches gilt, sobald man die Determinanten betrachtet, 
deren Verschwinden die Existenz von gemeinsamen Factoren der Fune- 
tionen f(x), g(x) anzeigt. Werden z. B. die Constanten a,, 5b, so varirt, 
dass f(r), g(x) einen Theiler (m-+-1l)ten Grades gemeinsam haben, so missen 
alle e, in h(x) gleich Null werden. Aber schon das Verschwinden von e, 
reicht für die Erkenntniss aus, dass auch die übrigen e, verschwinden. Es 
tritt also auch hier die Frage auf, wie sich dies durch Determinantenbe- 
trachtungen erweisen lasse. 
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Auf diese Verhältnisse machte mich Herr Weierstrass aufmerksam; 
im Folgenden werde ich eine Lösung der angeregten Fragen geben. Dabei 
stütze ich mich auf die Kroneckerschen Betrachtungen über Modulsysteme *), 
und es wird sich auch hier zeigen, dass die Einführung derselben .„den 
mathematischen Resultaten eine nicht nur wünschenswerthe, sondern eigent- 
lich allein in Beziehung auf Klarheit und Sicherheit befriedigende Fassung“ 
zu geben im Stande und berufen ist. 

Da überdies die Prinzipien der Beweise auch auf diejenigen Systeme 
übertragbar waren, welche Herr Kronecker im dritten Abschnitte seiner 
Arbeit untersucht hat, so habe ich die hierauf bezüglichen Resultate gleich- 
falls kurz angegeben und mir zugleich erlaubt, mit dem Titel meiner Arbeit 
anzudeuten, dass ich versucht habe, an die schöne Kroneckersche Abhand- 
lung anzuknüpfen und dem dort angegebenen Richtwege zu folgen. 


Wir legen den nachfolgenden Untersuchungen die beiden Systeme 
von unbestimmten Grössen 


| 4, d,, d;, ° . 5 d._ı, d,, 
UD,. _ PEE PER RUREe 


zu Grunde. Setzen wir ferner für einen Augenblick 


n 


u, 4, ii, = 8 Sei, = +, =0 

so können wir eine Determinante D;, der Ordnung 2» in der Weise bilden, 
dass ihre erste Zeile die Elemente a, @, ... &,_,, Ihre zweite die Ele- 
mente 5b, di, ... b,,_, besitzt. Die Elemente der dritten Zeile sollen gegen 
die der ersten um eine Stelle eyklisch verschoben werden, und also @,_,. 
Ay... A,_, Sein; ebenso mögen die der vierten Zeile gegen die der zwei- 
ten verschoben werden, die der fünften gegen die der dritten u.s.f. Es 
entsteht also 


u ee 
TE | 
A, d, ra. Ad. Ad, | 
Di, =7. BE WEEBBEER BEE 
an aa 


[Z 


*) L. Kronecker, dieses Journal, Bd. 90, S. 329—511. 
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Aus dieser Determinante der Ordnung 2» bilden wir eine Reihe von Sub- 
determinanten der Ordnung (22—2) durch Hinweglassung der beiden letzten 
Zeilen und zweier Colonnen von D,. Damit diese Determinanten nicht 
identisch verschwinden, muss die letzte Colonne von D,, zu den wegge- 
strichenen gehören, da sie in den ersten (2»—2) Gliedern nur Nullen ent- 
hält. Durch Angabe der übrig gebliebenen Colonnen ist jede dieser De- 
terminanten vollständig bestimmt, so dass 


Dil, 5, >. 9) Oder kürzer I, &, ... In! 


4 u 2n -1 


P4 _ 


als Bezeichnung völlig ausreicht, falls ö, die Colonne bezeichnet, welche 
in D,, als die ö,te auftritt. 

Ebenso bilden wir aus D,, eine Reihe von Determinanten D,,_, der 
Ordnung (22—4), indem wir in D,, die letzten vier Zeilen und vier Colonnen 
streichen; zu den letzteren müssen die beiden letzten gehören, damit die 
Determinante nicht identisch verschwinde. Dann wählen wir wieder die 
Bezeichnung 

Dosltr dr 2.0 5,,) oder kürzer I, #2, -.. I. 
IS ch, <a 2 
und in gleicher Weise gehen wir weiter. 

Hinsichtlich der Bezeichnungen sei erwähnt, dass die Punkte zwischen 
zwei mit Indices versehenen Grössen oder zwischen zwei Zahlen andeuten 
sollen, man möge das erste der beiden Glieder durch Vermehrung oder 
Verminderung des veränderlichen Index oder der Zahl um je eine Einheit 


bis zum letzten Gliede überführen; so ist ö. ... ö, oder 7. ... 3 eine Ab- 
kürzung für ö,. ö, ö,, ö, resp. 7, 6, 5, 4, 3. 
Endlich sei die Gesammtheit aller D,,@,. ...), für de ,=1 ist, 


durch DS, angedeutet. — 

Nach diesen Festsetzungen betrachten wir die Determinanten D,, 
hinsichtlich eines Modulsystems, welches aus allen Determinanten D\),, be- 
steht. Dies werde durch „(modd. D$),,)* angedeutet. Soll das Modulsystem 


2x +?2 
durch andere Grössen E, F, ... erweitert werden, so schreiben wir 
(modd. (D$),., E, F, ...)). 


Nun bilden wir eine Matrize C, aus 22 Zeilen und (22-+-1) Colonnen, 
indem wir aus den ersten 2 Zeilen von D,, unter den ersten (n--z) Uo- 
41* 
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lonnen die ö,te, öte, ... ü,,,te Colonne herausgreifen; (die folgenden Colonnen 
wirden nur Nullen liefern.) 

Rechts hinter C, setzen wir eine zweite Matrize C, aus 2x Zeilen 
und (22—1) Colonnen, deren Elemente sämmtlich Nullen sind. 

Unter C, setzen wir eine dritte Matrize C, aus 2x Zeilen und (2x+1) 
Colonnen, indem wir aus den ersten 2 Zeilen von D;, unter den ersten 
(n--2+1) Colonnen die (,+1D)te, (a+Dte, ... (ü,,ı+1)te herausgreifen. 
(Unter der «ten Colonne von C,, die durch i, bestimmt ist, steht also in 
C, die Colonne mit dem Index i,+1.) 

Unter C, setzen wir eine vierte Matrize C, aus 2x Zeilen und 
(22—1) Colonnen, indem wir aus den ersten 2x Zeilen von D,, unter den 
ersten (+) Colonnen die jıte, jte, ... ja,_.te herausgreifen, dabei aber 
stets j, = 1 setzen; somit ist die erste Colonne in C, aus den Elementen 
as, du, 0, 0, ... gebildet. 

Diese vier Matrizen geben zusammengefügt eine Determinante, welche 
vollkommen ausreichend mit 


ce 6 i i,, 


>‘ Bei: ) 2 i;; er Der 
7: Di sr ar... A ie, 
bezeichnet werden kann. 

Es ist ersichtlich, dass die dritte Zeile von C, mit der ersten von 
C,, die vierte von C, mit der zweiten von C,, und allgemein die (2-+4)te 
von C, mit der Aten Zeile von ©, für A =1, 2, ... (22—2) übereinstimmt. 
Subtrahirt man also in (2.) die Elemente der lten, 2ten, ... (22—2)ten 
Zeile von den entsprechenden der resp. (22-+3)ten, (2x--4)ten, ... 4xten, 
so treten in den letzten (22—2) Zeilen der umgewandelten Determinante 
(2.) innerhalb der ersten (22+2) Colonnen nur Nullen auf. Denn die 
(22-+2)te Colonne war die erste aus C,. Macht man nun die (2x-+2)te 
Colonne zur ersten und die (22-+1)te, (22+2)te Zeile zur ersten resp. 
zweiten, dann zerfällt (2.) sofort in das Product zweier Determinanten 


3, DE Bee Dre 


Wir haben also 


CC, ’ 
==() (modd. D,, ..), 
'G 6, 


oder, da wir ja jede Determinante D,,, deren erste Colonne aus der ersten 
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von D,, entlehnt ist, mit D\!) bezeichnen wollen, 
6 | 
(4.) ie 0 (modd. DS), .). 
3 4 
Nach dem Laplaceschen Determinantensatze lässt sich (2.) noch anders 
darstellen, nämlich als Aggregat von Produeten je zweier D,,. Dazu com- 
binirt man die ersten 2 Zeilen von (2.) mit den letzten 2z Zeilen, und 
weil ©, nur Nullen einschliesst, so müssen alle Colonnen von €, in jede 
der Determinanten aufgenommen werden, die man aus den letzten 22 Zeilen 
bildet. Es können also in dem Aggregate höchstens (22+1) Summanden 
vorkommen. In Wirklichkeit kommen um so viel weniger vor, als Colonnen 
von C, mit solehen aus (€, übereinstimmen, da dann wegen C©, die gleichen 
Colonnen von €, durch Colonnensubtraetion getilgt werden können. Es 
bleiben also in dem Aggregate genau (22--1—m) Summanden zurück, wenn 
m angiebt, wieviele der Zahlen in den beiden Indices-Reiben 


fat at, .. url, 


je, I; a Ir 1 
unter einander übereinstimmen. 


(9.) 


Die bisherigen Ueberlegungen ergeben somit den Hauptsatz: 
I. Zwischen Determinanten D,, und D,,., besteht die Congruenz 


EN < . . . . \ . e . 
Br ie Al dar ar Dein +1) = 0 


(modd. DS, ;). 
Von besonderer Wichtigkeit ist der specielle Fall, in welchem der 
Reihe der i,: 


(5) 1, ... a—1:; P—1l, ... P- 4 — 1: 4 


\ 


= 
\> 
>» 


als Reihe der j, die folgende 
(8) 1,..0-1; ßP+1,...P+tu-1l; 7,..74r—1; d,...d+n-1; 
zugeordnet ist, und wobei wir annehmen müssen 

BP>u y>P-+u; d>y+r; 


Ist «= 1, dann fallen die Glieder ?+1, ... P+u-—1 in (8.) weg. 
Bei der Festsetzung (7.), (8.) erhält man also für die Indices in €, 


g, Br nn u... whr HL... dt: 
73 I si f] / . 


und bei der Zaplaceschen Entwickelung bleiben von ©, nur die Colonnen 
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mit den Indices zurück, welche (8.) und (9.) nicht gemeinsam haben, 
nämlich 
(10) 0, P, P+u, y+r, d+n, 


Treten also die Indices j,, -.. ja. In A Folgen auf, deren erste 1, ... @—1. 
deren zweite ?-+1, ... +u-—J1, deren dritte y, ... y+r—L ist, u. 8. f., dann 
kommen in der Aggregat-Entwickelung (6.) genau (A-+1) Glieder vor. 
Unter diesen befindet sich ein Quadrat, nämlich dasjenige von 
(11) I1,...a-1, ß,... ßP+u-l, 9 ...y+r-1l, ...; 


und dies wird daher modd. D%),, durch das Aggregat der übrigen Producte 
ausgedrückt. Entweder hat der erste, aus C, stammende Factor eines sol- 
chen Produetes die Form 


A2.) Ih...e—l, Bl... Aral, y...747—2, d,...d4n-l, ...| 


| 


und dann wollen wir diesen Factor gegen (11.) in sofern für redueirt er- 
klären, als die Lücke zwischen den beiden ersten Indices-Folgen bei (12. 
veringer ist, als sie es bei (11.) war: oder der zweite Factor hat die Form 


(13) |1,...o, A+1l,...P+u-1l, % ...y+4r—1, d,...d+n—1, 


oO 
in (13.) um eine Einheit geringer geworden ist als in (11.). 

Mit Hülfe dieser beiden Reductionen können wir nun nachweisen, 
dass DS’ (1, ö, ... &,) nach dem Modulsystem DS}, , betrachtet, alle Factoren 
von D\Y (1, ... 2x) besitzt, so dass also eine hinreichend hohe Potenz jedes 
D‘) congruent Null nach dem Modulsysteme (D\),,, D,,(l. ... 22)) wer- 


2x+29 22 \ =? 


und hier besteht eine Reduetion gegen (11.) in sofern, als die zweite Folge 


den wird. 

Wir setzen voraus, der Beweis sei für jede Determinante 

Bi, 

geliefert, deren Indexsystem in weniger als A Folgen zerfällt. Können wir 
beweisen, dass er dann auch für die Systeme mit A Folgen gültig bleibt. 
dann ist der Satz allgemein dargethan, da er fürs, =1,u,=2,... 0, = 2 
selbstverständlich ist. 

Wir nehmen also an, das System von (11.) zerfiele in 4 Folgen. 
Wenn dabei zunächst die Lücke zwischen den beiden ersten Folgen durch 
ein einziges Element ausfüllbar, also ?= «+1 ist, und die zweite Folge 
nur aus einem Elemente besteht, also « = 1 ist, dann beweisen die Glieder 
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(12.), (13.) den Satz. Denn aus (12.) wird in diesem Falle 

| m, m, RER? 

1, ..2e-l, 9, a+l, 9% ... y+4r-2, 
so dass eine Folge weniger vorhanden ist, und in (13.) verschwinden nach 
einer bei (8.) gemachten Bemerkung ?-+1, ... %+-u—1. Für 


er er a, Ya rH. Y-, .. 


‘ 
ist also der Satz bewiesen, da er für jeden Summanden des Aggregats gilt, 
welches das Quadrat dieser Determinante darstellt. 

Wir nehmen ferner an, die Licke zwischen den beiden ersten Folgen 
sei durch ein Element ausfüllbar, also %= «+1, aber die zweite Folge be- 
stehe jetzt aus zwei Elementen, so dass « =2 ist. Dann redueiren (12.), 
(13.) diesen Fall auf den soeben behandelten. Denn durch (12.) wird die 
Lücke ausgefüllt, durch (13.) wird die zweite Folge auf ein Element redueirt. 
In gleicher Weise erfolgt der Nachweis, sobald die erste Lücke durch ein 
Element ausgefüllt werden kann, während die zweite Folge beliebig viele 
Elemente umfasst. 

Besteht jetzt die erste Lücke aus zwei Elementen, ist also = «+2, 
während die zweite Folge nur ein Element enthält, also «—=1 ist, dann 
wird durch (12.) die Lücke verringert, durch (13.) die Elementenzahl der 
zweiten Folge redueirt u. s. f. 

Aehnlieh geht es weiter, und so ist der Beweis geliefert. 

Bezeichnen wir nun 

(RI EC 2,0.) ec 
so folgt der Reihe nach für beliebige Indices i, j, 
DE, 8, .... 2% =0 (modd. (DY),., A,)), 
Dill, far +: Ir) =0 (modd. (DE, Auı2)), 
und also ergiebt sich: 
II. Bedeutet © eine hinlänglich hohe ganze Zahl, so ist 
(15.) DoAl,%..6)”=0 (modd.(A,, Auıı --- Au= Du). 

Um etwas Entsprechendes für Determinanten zu finden, deren erster 
Index von 1 verschieden ist, nehmen wir ein beliebiges D,,(, ... &,) und 
rändern dasselbe durch je eine erste Zeile und Colonne derart, dass erstere 
aus a, und der ersten Zeile von D;, besteht, letztere aus «,, «,, 5b, und 22— 2 
Nullen. Dann stimmen die beiden ersten Zeilen überein, so dass der Werth 
der Determinante gleich Null ist. Entwickelt man nun die geränderte Deter- 
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minante nach den Gliedern der ersten Zeile, so wird das erste Glied 
aylöı,...%,|, und jedes folgende hat die Form a,D\), besitzt also modd. DS}, 
alle Factoren von A,.. Dasselbe ist also für a,lü,...%,| der Fall; das 
Gleiche wird für b,lö.... ©] und demnach auch für die Combination beider, 
nämlich für 








(aua+be)D.,C. ar :.. 8) 


[ 
eintreten, wobei », » unbestimmte Grössen bedeuten. Also folgt: © 
III. Bedeutet ® eine hinlänglich hohe ganze Zahl, so ist 
(16.) (au -b,v)” DE,(G,. ... by ==() (modd. (A, Aysr2 ... A,, — D,,)). 
Wir wollen noch einen speciellen Fall von (6.) in Betracht ziehen. 
Die Zahlen ö, &, ... ö&,,, nehmen wir willkürlich an, greifen drei von 
ihnen i,, ö;, i, (e<P<{y) heraus und setzen 
> +2, .% J: om +]; Ja+ı . %.4+1, ... J;-ı ur: 6;-1+ 1, J; m zart, er 
Jr—. ne (+ 1, J; 1 — d,41 1. ... Ir 1 _- das t1. 
- - > . . - . r . . . N 
Dann stimmen die beiden Reihen (5.) in (22—2) Zahlen überein, und die : 
Eintwickelung (6.) enthält nur drei Summanden. Man erhält: i 
a a 


(17.) | 1, 5 +1, 2... got, at, ot ut a rel 

| (modd. DS), .). 
Die Summe umfasst hierbei ausser dem aufgeschriebenen noch zwei andere 
(lieder, welche aus jenem entstehen, indem man «a, 5, y durch P, e, y 
und y, «, 2 ersetzt. Dabei erhält der erste und der dritte Summand das 
positive, der zweite das negative Vorzeichen. 

Setzen wir in (17.) ,=&,,, = n-4z, also i, <n-+x, so wird 

9 t1=n+xH+l, 

und die entsprechende Colonne enthält nur Nullen. Dann fällt das dritte 
(slied der Summe in (17.) fort, und es entsteht 








ja u; t,, . is DES wi n-+x 
(18.) l,% +1... +, %rHıtl,...0%+1 
\ Os . r . . . 
U RE TR ET N 
un ı> "99 Ab !#+1 2x3 (1) 
BE TEE EUR EREREER - (modd. DS). .). 
l,o +1,..%-1+1l,2341+1,...0,+1 ( ETE 


Der Quotient auf der linken Seite ist folglich modd. D{),., von « unab- 
hängig. Nun möge der heihe nach sein: 
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ml, a a1, i,=nt+z—1 
s=1, io =ir—2, ia, =n+r—2, 1,=n+z—1 
el, ,=n—ıxı-tl ... .,=n+2—1, 
un=n-r, Gıh=n—iHl ... .,=n+2—l1. 
Dann liefert (18.), falls man «, 5 der Reihe nach gleich 22, 27—1. dann 


gleich 22—1, 22—2, u. s. f. annimmt, die Congruenzen modd. DS,,; 


=11, 


19) J=il, 





1, ... 2-1, n+x]’ 


oe ll nn rd at, are 
1, .... 2x—2, n+x—1l, n+x|' 


.. 22—1, n+x|.ll, 2-3. a +22. ... n+tel. 


Il, »—-x+2, 


2, n—-x+53, 


n+x 


n+x|.n—-%, ... n+z|. 


Setzt man ferner in (18.) ein 


3, == 1, * [3 . i 


dann entsteht 


(20.) 


=, ı,ı =i,=0H+7T, on =n—%+o-+l, 


i=ntz—l, 


l,..a—1l,a+r,n—x+te-+l,..n+x 
ıl, ... a—1l,a,a+r+1l,n—a+e-+2, ..M n % 


I 


l,...@0,n—x+e+1,...n+x 





nn f (1) 1 
Eu (modd. D 
l,...a+l,n—a+ta+2,..n+tx Cr 


so dass die linke Seite von r unabhängig ist. 


Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir das Schema der folgen- 


den Determinanten: 


(21.) 





ll, ... 2-1, 2240], 
ee 
1, » 


2-3. 22-160 43 


Il, 240, n-x+3, 
Il-+o, 


n-+x]. 


—a+2, 2... nt, 


wobei in allen Zeilen der veränderliche Buchstabe o die Werthe 0. 1. ... nz 


durehlaufen soll. 
terminanten bestehen wird. 


Es umfasst dies 2 Zeilen, deren jede aus (a—z-+-1) De- 


Die Glieder der oten Zeile stimmen in den 
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ersten (22—«e) und in den letzten (@—1) Indices überein; erstere lauten 
l, 2, ... 22—a, letztere »+2—a+]1,...n-+z, während ö,,_,,, von 22—«a+]1 ( 
bis »+2—e läuft. Das letzte Glied der «ten Zeile lautet somit 


aaa 


1, 2, ... 22—u, n+2—0, ...n+z2|, 
und ebenso das erste der (@-+1)ten Zeile. } 
Aus (19.) folgt, dass die Glieder der ersten Colonne von (21.) eine 
seometrische Reihe bilden; aus (20.), dass das Verhältniss der einzelnen 
Glieder für jede einzelne Zeile dasselbe ist. Wenn wir deshalb den grössten 
gemeinsamen Theiler aller Glieder der «ten Zeile mit d, bezeichnen, dann 
können wir die Werthe der Determinanten in (21.) auf nachstehende Weise 
ausdrücken, stets modd. DY%,, genommen: 


2x-+?2 


Ba 


Pe 


Ö,6,, Ö,Cı, Bis, >». WR 


Nn—49 


0,6), 05€, , 0,65, ru Ö,C 


n—=XI 


Os, Ob, Il, +. Dub 


Nn—X I 


02,6; 0,6; 0,,C,, Ge 


Soeben zeigten sich aber die Gleichheiten 
Ö, C, 


— Ö26H, Ö,C .— 0,6, 


1—ı n—a 


Ö,,_1C, - 4 = 02,6; 


aus denen zu schliessen ist 


> 7 
Cn—x Cu m \ ö Di, 2x—1 
d, = Ze Ö, - “ Ö, — AN r ) ‚) . . . Ö )% ss d,( m - ) ’ 
FE: c . c, 


v 
so dass man setzen kann 


y 


re 


’ d, = dt ' d,,=0.c* 


n—X9) 5 % nn ° 


Ö, = d.c* 


n—49 
Hierbei steht es freilich nicht mehr fest, ob die Höhere Grösse d 
eine ganze Function der unbestimmten Grössen @,, du, a, db, ... ist. 
Die Determinanten im Schema (21.) besitzen demnach modd. D%),, die 
Werthe *) 


Ich“, der.e, dc 6, -t TEE 
j he RR une TEE Van BER BE 3 u A 
(22.) 
0 0c#Z.C, ET 





*) Hieraus lässt sich unter Anderem schliessen, dass der Quotient 
l,... 22: n—2z+l,... n+x 
IM a, dis «+ An, d„, eine vollständige 2xte Kunair modd. D\, > sei. 
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Mit Hülfe der Grössen d, c,. ©. ... e,_, lassen sich jetzt modd. D%),, alle 
Grössen D;, darstellen, und zwar wird sich zeigen: 
IV. Die Determinante 
D,ü+1, & +1, 5 +1, ... i,+1) 
hat modd. DS),, den Werth 
(23.) 0.6; (“=1, 2,...280; u 


falls jedes ce,, dessen Index ). entweder negativ oder grösser als (n—x) ist. 
gleich Null gesetzt wird. 

Wir wollen, um den Beweis zu führen, annehmen, es sei bereits 
gezeigt, dass 

(24.) 1, ... 4, A+l+m, A+l+m, A+1l-+m,, 
modd. DS), den Werth besitze 


(29.) de) C | ( y ee): u 


u 


Da für 24) 4, =0,...,=4-—]1 ist, so stimmt dieser Werth mit dem unteı 
(23.) angegebenen überein. Für A = 22—1 ergiebt sich, in Uebereinstimmung 
mit (23.) wirklich aus (21.), (22.) das Resultat 

11, 2, ... 22—1; 22-+m,| = de“ '.c, (modd. DI) ,), 


so dass wir also nur zu zeigen brauchen, die Formel (25.) gelte auch. 


m 


wenn 4 durch (A—1) ersetzt wird, um den Satz IV. vollständig zu beweisen. 
Zu diesem Zwecke betrachten wir (vgl. Formel (2.)) die Determinante 


— 


der Ordnung 42, welche nach den obigen Schlüssen eongruent Null ist: 


C, U, 
G, C, 
l,...4—1,4, A+1+m....A+l+msrı > 


re, Ara mn Ara tm 2, AD, 2 


wobei wir C, schon durch Colonnensubtraetion vereinfacht haben. soweit 
dies unmittelbar ersichtlich war, und entwiekeln wie früher nach dem 
Laplaceschen Determinantensatze. Dabei tritt zunächst das Produet auf 


1} | 


+|1,.... 2-1, A+1-+m,, ... A+1l4manıl-|1, -.. 28|, 
und den ersten Factor bildet gerade die Determinante, um welche es sich 
handelt, sobald man statt m, +1, +1, ... gesetzt denkt m/, m), . 
Dieses Product wird somit durch eine Summe von Produeten dargestellt, deren 
beide ersten Glieder die folgenden sind, und bei deren erstem das positive 
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Vorzeichen gewählt wurde: 

+11, ... 4, A+14m, ... A+l+marı-| 

26) | = | xl, ... A, A+2, ... 2%, A+2-+m}| 
> —|1,... 4, a +14m,, A+1l+m;, ... A+1l+m,41-.l 

l,... 4, A+2, ... 2%, A+2-+m,|. 
Hierin verschwinden noch wegen der zweiten Factoren alle Glieder, bei 
denen m, =0, 1, ... 22—4—2 ist, doch wollen wir sie der Uebersichtlich- 
keit halber sämmtlich stehen lassen. 

Sämmtliche in (26.) auftretenden und alle zu dieser Reihe gehörigen 
Determinanten besitzen die Form (24.) und können sonach durch die Werthe 
(25.) ersetzt werden. Dabei nehmen die zweiten Factoren in (26.) die 
Form an 


«x 
x 
« 








C, Cs ” ... 


C, 5 Co, 


C.—ı -13 2.127 C;, 3 ) ..» C,, 


Cu,+1) €, ’ En. Cu 224 A+2 
und die entsprechenden ersten Faetoren werden 


) 
Cs C— I 


In € c a 
Och "Ma-ı? "ma 


Ce 
ZZ 1) M4+1719 


Entwiekelt man nun (27.) nach den Elementen der letzten Zeile, so sind 
die Coeffieienten, welche dabei auftreten, von « unabhängig, treten also in 
allen einzelnen Gliedern auf. Zieht man für «=1,2, ... 22+1-—4 die 
entsprechenden Glieder zusammen, so vereinigen diese sich, abgesehen von 
jenen gleichen Coeffieienten aus (27.), zu Determinanten von der Form 


Ci, 1-79 Cu, ( m,—1) A A Cu 2x +1 +1 


j? ip Cu; +H1—79 Cs Cu p) N Cu? Hi+l 
+06 


MI —)-H1 Hi—r» Omyr1 b) Eng i+1 u, ip Ongg_ 417% ++ 1 | 


Hier ist nun unmittelbar ersichtlich, dass nur für =0 die Determinante 





n 


n 


b 


A 
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nieht verschwindet. Der dazu gehörige aus (27.) stammende Coefficient 
nebst dem Vorzeichen wird durch 
mag 1-1 
bestimmt. Was endlich das Vorzeichen von 
I1,... a—1, A+14+m,, ... A+1+m,..1-;|-|1, ... 2%] 

angeht, so folgt, wenn bei dem ersten Producte in (26.) das positive Zeichen 
gewählt wird, dass die Entwickelung der C-Determinante zunächst 

1,...4—1, A+14m, ... A+l+marHı-ıl-|L, ».. A, A+2, ... 2%, +1 
und also nach der Einordnung der letzten Colonne der zweiten Determinante 


(-1Yt’dea.|1, ... 4—1, A+1+m, ... A+1-+m, 


+1 
ergiebt. Setzt man also endlich für m, +1 ein m,, so entsteht 
1,... 2-1, Q—-D+l+m, ... AV) +1+myH1-; da |c._, 
n a Ä+FIN & 
u U oe DA #3 
und dies war die zu beweisende Formel. 
Ins Besondere ist hierdurch auch noch Nachstehendes dargethan: 
V. Die Determinante. 
D,,(1 


A rin 22x—ı1-+1, ... 2x) 
besitzt (modd. (A,,, As,ı2, ».. A,,)) den Factor 
BAM. 

Aus diesem letzten Resultate lässt sich weiter folgern: 

VI. Der in (22.) eingeführte Factor ce, ist, modd. D\) , betrachtet, 
ein Theiler von a, und b, und also von der Form au-+bw. 

Um dies darzulegen, eonstruiren wir eine Reihe von Matrizen aus 
2x Zeilen und (22-+-1) Colonnen, indem wir aus den 27 ersten Zeilen von 
D,, die Colonnen mit den Indices 

1, 2, ers z, z rl+e, z H2-+u, ... 2x- 1 a ( 0, 1,...n—x-1) 
herausgreifen. Diesen Matrizen fügen wir je eine, nämlich die (22+-1)te 
Zeile unten an, deren erste (<—1) Elemente gleich Null und deren folgende 

a WB. 0 Man 


sind. Entwickeln wir nun die entstehenden Determinanten nach den Gliedern 
der jedesmaligen letzten Zeile, dann wird das erste Glied der Entwiekelung 
(28.) a,|l, er Zu R z+1 re, +2 + ch 94 1 Le (a=0,1,...n—x-1) 


9 l | . . 
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während die folgenden sämmtlich die Form haben 
l,....%, zx+rv+a, ...|. 


Das gesammte Aggregat ist, da die Determinante zwei einander gleiche 





a, 
Zeilen besitzt, nämlich die letzte und die drittletzte, gleich Null. Die auf 


(28.) folgenden Summanden sind nach V. modd. D$), , dureh 


das erste Glied ( 
de5 theilbar; dasselbe muss somit auch bei (28.) selbst stattfinden. 

Ist zunächst «= 0, so wird der Werth von (28.) gemäss (25.) für 
,=z—-1l, dm =1, m=2,... m, =2+1 zu setzen ist, der folgende 


werden 


C. Co. 
C,, C. m 
di 
Ce. BER BEREIT ° 
Be RE 


Das Product aus diesem Werthe und aus a, muss durch d.c/ theilbar werden. 
Wenn man die Determinante entwickelt, so folgt, dass nur das Glied ec 
keinen Faetor e, enthält: folglich muss a,.dc/'ci*' durch de* theilbar sein. 
Es sei nun qg das Produet aller von einander verschiedenen Prim- 
theiler von c,, die in a, entweder gar nicht, oder nur in geringerer Potenz 
als in c, auftreten; dann muss q ein Theiler von e, sein. 
Jetzt nehmen wir in (28.) für « den Werth 1 an; dann wird gegen- 
über (24.) 
= mai ... Br Rt, 


und der Werth von (28.) wird gemäss (25.) 


De 
ln ne Br 
Oi 
C.; 1 C, FR D.. C 
Car+23 Cry Ca rn 


Dies muss mit a, multiplieirt durch d.c/ theilbar werden, also wird a, mul- 
tiplieirt mit der Determinante durch ce, und die Determinante selbst durch 
q theilbar. Unterdrückt man in derselben die Glieder e,, e,, die schon 
durch g theilbar sind, so folgt, dass auch ce, den Factor gq enthält. 
Dasselbe folgt nach gleicher Schlussweise weiter für e;, ... €,_.. 
Da aber der Annahme nach e,, ©. ... e,_, keinen gemeinsamen Theiler 
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besitzen, so ist g=1, und a, durch ce, selbst theilbar. Gleiche Schlüsse 
gelten für b,, und damit ist der Satz VI. vollständig bewiesen. 

Aus ihm erkennt man mit Hülfe von V. sofort: 

VII. Jedes der Producte 


(su-+bwe)” "D,.(l, ... A, a, ß, 


ist modd. DU 


2x-+?2 


durch 

A„=D.(, 2, ... 2%) = det 
theilbar. 

In II. haben wir gezeigt, dass jedes D\ in eine hinlänglich hohe 
Potenz erhoben modd. A;,;>, ... durch A;, theilbar wird. Denselben Schluss 
können wir aber auch aus der Formel (23.) resp. aus dem Satze V. ziehen, 
wobei sogar noch eine Bestimmung des Exponenten der Potenz geliefert 
wird. Denn dabei ergiebt sich durch fortgesetzte Anwendung von V. für 
2%, 22x+2, ... und A=1 der 9atz: 

VIII. Es ist 

[D.(1, 6,...,,)e9et9 0 (modd. (A, ..- A: 
und für i, >1 gilt die Formel 
[D.lü, -:. ,).(aua tb) t7et9 —=0 (modd.(A,, ... A)). 
Der Satz VII. zeigt ferner: 
IX. Es ist das Modulsystem der Elemente 
D,,..(a,u+b,v)" * '"* 
im Modulsysteme 
rt Bi 

enthalten. 

Wir haben bisher die Entwiekelung von (2.) nur hinsichtlich des 
Modulsystems D$,,, benutzt. Wir können aber von derselben Formel noch 
einen anderen Gebrauch machen, indem wir das Modulsystem DS) betrachten. 
Setzen wir in (2.) 

Ban su ... wenn: a8 =) ... Sum B—l, 
so entsteht für jedes ö,,,, gemäss (3.) 
Au-.|1, 2, ... 2x+1, ,,.1,+1|= 0 
für das Modulsystem, welches aus dem Laplaceschen Satze folgt, 


1, 2.... 8-1, 31, 711,800. 2e-L8eHll ..0. 1,300. -lntel 
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Der hierin ausgedrückte Satz lässt sich erweitern. Dies geschieht am ein- 
fachsten durch Bildung ähnlicher Determinanten und Matrizen, wie die oben 
gebrauchten. Statt einer C-Determinante zweiter Ordnung bilden wir eine 
solche der Ordnung o mittels e° Matrizen 


Y Y C 
711% 123 A io 


. . . 
C C 
/o13 ‘023% 


a - 


Es möge C,, 2x Zeilen und (22+0—1) Colonnen besitzen; diese sind aus 
den ersten 22 Zeilen von D,, entnommen; die Indices seien ö,, ö, 

Jedes weitere C,, für «> 1 bestehe aus 22 Zeilen und (22—1) Üo- 
lonnen, deren Glieder sämmtlich gleich Null sind. 

C,, möge wieder 2% Zeilen und (22--oe—1) Colonnen besitzen, deren 
Indices gegen die von C,, um eine Einheit gestiegen, und die also ü—+1, 
+1, ... sind. 

Ö,, besitze 22 Zeilen und (22—1) Colonnen, welche mit der Llten. 
2ten, ... (22—1])ten aus den 2x ersten Zeilen von D,, übereinstimmen. 

C,, besitze für « > 2 jedesmal 22 Zeilen und (22—1) Colonnen, die 
aus lauter Nullen gebildet sind. 

In C,, mit 2x Zeilen und (22-+0—1) Colonnen seien die Indices gegen 
die von C,, um eine Einheit gestiegen und also +2, &+2, .... 

In ©, mit 2% Zeilen und (22—1) Colonnen seien dieselben gegen die 
von C,, um eine Einheit gestiegen, und also 2, 3, ... 2x. 

In €, mit 2% Zeilen und (22—1) Colonnen seien dieselben 1, 2,... 2x. 

In €,, für e >53 mit 22 Zeilen und (22—1) Colonnen mögen nur 
Nullen vorkommen. 

In dieser Weise gehen wir weiter. Fügt man dann die Matrizen 
zu der Determinante |C,,| zusammen, und macht einmal die Reduetionen, 
wie sie oben an (2.) auseinandergesetzt wurden, so erhält man 

AS Dreh, ++. E14, hre—1, 8+e—1, ... arte -1); 
wenn man andererseits nach dem Zaplaceschen Satze die aus C,,., O,.. 
bildenden Determinanten 2zter Ordnung entwickelt, erhält man Aggregate 
von Produeten, bei denen ein Factor jedesmal die Form 


D,.(1, ... 22-1, i,) 
besitzt. Nimmt man also die letzteren zu einem Modulsystem zusammen, 
so ergiebt sich die folgende Ergänzung des Satzes IX: 





7 


I 


- 
wi 


F u 


rn zn 
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X. Es ist das Modulsystem der Producte 
Ad. Daro(l, ... 0, +1 nes i, 6.7 


. 


in dem Modulsysteme der 
D,.(1, ... 22—1, i,) 
enthalten und ins Besondere enthält das letztere auch das Modulsystem 


A,, + As. > As -+* 5 . . A}, >)“ A I) +29» D . . A . er ’ 1; . 


Im Wesentlichen beruhten unsere Schlüsse auf dem Satze I., welcher 
die Entwickelung der aus den Matrizen C gebildeten Determinante angiebt. 
Zu diesem Satze kann nun in vielen anderen Fällen ein Analogon nach- 
gewiesen werden, ja die Formel (6.) ist eigentlich als zweite in einer ganzen 
Reihe ähnlicher zu betrachten, welche dann entsprechende Resultate liefern. 
Der einfachste Fall, der in Frage kommt, ist derjenige, bei welchem die 
Determinanten durch z Colonnen der ersten z Zeilen des folgenden Schemas 
von Elementen gebildet werden: 

Do Wir. Bar Wr War 
1D,. _PFuee : "Pe ‚ PR ‚FIR 
(29.) u Be ii ir WB 


0 ;. ID. DW. D;s WD-, 





wobei die w, beliebige Grössen in hinreichend grosser Anzahl sein mögen. 
Es sind dies für den Fall, dass die Colonnen gleichfalls auf einander folgen, 
schon vielfach behandelte Gebilde. Herr Kronecker hat auch, falls die letzte 
Colonne von der vorhergehenden getrennt ist, eine Reihe sehr merkwürdiger 
Sätze in der oben erwähnten Abhandlung zur Kenntniss gebracht. Hier 
wollen wir uns mit dem angegebenen allgemeinen Falle beschäftigen, ohne 
auf die naheliegende Erweiterung einzugehen, Zeilen wie Colonnen beliebig 
zu wählen. 

Wir bilden jetzt vier Matrizen C in der folgenden Art: C, bestehe 
aus z Zeilen und (2-+1) Colonnen; diese sollen den ersten z Zeilen von (29. 
entnommen und durch die Colonnen-Indiees ö,. ö, ... i,,, bestimmt sein. 
Die Matrize C, bestehe aus z Zeilen und (2—1) Colonnen, deren Elemente 
sämmtlich gleich Null sind. €, bestehe aus 2 Zeilen und (z+1), durch die 
Indices +1, +1, ... ö,,,+1 charakterisirten Colonnen. €, endlich möge 
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z Zeilen und (<—1) Colonnen enthalten, deren Indices j,, ja, - - - Jx-ı heissen 
sollen. Bildet man nun hieraus wie oben die C-Determinante und subtrahirt in 
ihr die 2te, 3te, ... te Zeile bezw. von der (2#+1)ten, (2+2)ten, ... (22-1)ten, 
so entsteht 

C, C, 

C, C, 
und man erhält daher, wenn man die Colonnen in ©, von den etwa vor- 
handenen gleichen in C, subtrahirt und nach dem Laplaceschen Deter- 
minantensatze entwickelt, als Analogon von (6.) die Gleichung 


»- . 2 . . . | 
Id, ar +». izr1l-\I15 Jar ver Ja-ıh 


30) Zell ai Ri A Eee 
Hier ist j, nieht mehr der früheren Beschränkung unterworfen, gleich 1 sein 
zu müssen; die Folge hiervon wird sich sofort zeigen. 
Setzen wir nun wieder ein Modulsystem D,,, zusammen aus allen 
Bi Ei 
dann können wir, um nachzuweisen, dass 
DIL, 5, ...)=0 (modd. (D,(l, ... ©), Di4)) 
sei, unsere früheren entsprechenden Schlüsse fast buchstäblich wiederholen. 
Nimmt man ferner für die Reihen der ö und der j die folgenden an 
u u ein ARE u Zum G>N, 
so zeigt (30.), dass ausser dem Quadrate von |ö,, ... i,| nur noch Producte 
vorkommen, deren erster Factor die Form \ü—1l, i,, i;, ...| besitzt. Ist 
nun von den letzteren bewiesen, dass sie, in eine hinlänglich hohe Potenz 
erhoben, modd. D,,, durch A,=|l, 2, ... z| theilbar seien, so folgt dasselbe 
auch von löü, ... ö,). Setzt man demnach der Reihe nach , =2, 4, =3, ..., 
dann folgt: 
II. Bedeutet ® eine hinlänglich hohe ganze Zahl, so ist 
81) D?’=0 (modd. A,, D,.ı) 
und also auch, wenn v eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, 
(32) D?=0( (modd. A,, An +++ Asy-u Dir). 
Für die Formel (18.) können wir Entsprechendes nicht auf dem früheren 
Wege ableiten; denn der Beweis derselben gründete sich darauf, dass ın 
(17.) einer der Summanden wegen des Nullwerdens aller Elemente einer 
Colonne verschwand. Das tritt aber hier nicht mehr ein. Dagegen erhält 
man eine neue Reihe von Formeln, wenn man in (30.) die ö, ... @,, be- 





lie 


Se 


Oo 


d 


..% 
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liebig annimmt und 
Jı =i+l, =iHtl, re FErE 1. Hl 
setzt. Dann entsteht nämlich 





= . . . . f . N . > » ) u “ 
ü, ... l.—_ı3 i,|. i+l, ... ı._ı -1, tl, ... tl. %.+1l 4, ei, ... t. 1 - D, 
oder hieraus sofort allgemein 
’ RBERE EET - ,+1,...%.-1+1,%,-+1 FEN 
(39) uzteatfel _ hr. arbtert| Omodd. D,,,) 
l,, ... %u—1 9,15 t, +1,... 1. —1 1 E t;+1 


Ferner erhält man für die Annahme 
u=n, h=0Hl, ... „Wu=atrrn jh=ar2, mot, ... 1 =0+% 
das Resultat 


(33) |, «+1, ... e+z2—-1l.a+2,... a+z+1l=le+1,... e+z 
(modd. D,,,). 


und aus (32.) und (33.) ergiebt sich für das folgende Schema, welches als 
das Analogon des früheren (21.) auftritt. 


3 SE EEE > Pe > 77 


|) Pr a | | | 

\ WR . . I, Z -1-+0 r 

(34.) | E (0 ! ). 
13, D . * = 1-1, +2 7 Öl, 





dass modd. D,,, die Glieder einer Zeile in demselben Verhältniss zu ein- 
ander stehen, wie die entsprechenden Glieder jeder anderen Zeile, und dass 
die Glieder jeder einzelnen Colonne je eine geometrische Reihe bilden. 
Das entsprechende 'Theorem zu IV. wird: 
IV’. Setzen wir 
D,(1,...z-1l,x+0o) = c, 
so folgt, dass modd. D,,, die Congruenz besteht: 


3 ü+1,... „+lj=|e_,| (sun... ma=0 1. 
Den Beweis können wir übergehen, da er durchaus demjenigen parallel 
läuft, durch welchen der Satz IV. begründet worden ist. 
Den eben abgeleiteten Satz können wir zur Feststellung eines Zu- 


satzes für II“. benutzen. Wir wollen nämlich zeigen, dass schon 


ce. = |l, 2, ... z—1, 6,f=0 (modd. (A,, D,,)) 


x 


wird. Dazu nehmen wir an. der Beweis sei bereits für 


re SEE 
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geliefert worden. Nun folgt aus IV‘: 


De 


{ . n ” hi 0 we — c; Ca—1Ca+1 u 
1, 2,... 2-2, o+x-1l, a+z)= —-—- aaa (modd. D,..); 
0 0 - 


ist also schon e,_, durch c, theilbar, dann ist der Satz bewiesen, weil ja 


die linke Seite eine ganze Funetion der Elemente w ist; ist aber erst c; 


| 


durch «, theilbar, jedoch schon e,_,, dann folgt aus 


4 —_  EuCa-ı Ca—2Ca 
1, ... 2-2, a+2—2, o +.) = — — + (modd. D,,.). 


1) c 0 


dass e,e,_, durch «,,. also e;e,_, dureh e, und daher endlich e;, dureh e, 


theilbar ist. Wäre weder e/_, noch ce 


aA 


, dureh ec, theilbar, jedoch c},_,, so 


gehen wir auf 
“ l ‘ i PER Co 2 Cu Ca — 3 C„ 4-1 
R; ... 2—2, a+2—3, a +2|= se (modd. BD.) 


0 0 

zurück und führen den Beweis wie soeben u. s. f. Also folgt: 

VIII. Es ist 

D,(1, 2, .... 2-1, z+@’=0 (modd. (A,, D,,1)). 

Auf weitere Präeisirung des Werthes von © in II“. wollen wir hier nicht 
eingehen, da dieselbe grössere Rechnungen zu fordern scheint. 

Dagegen lässt sich der Beweisgang des Satzes X. ungeändert bei- 
behalten, und somit gilt auch hier der Satz: 


N“ Es ist das Modulsystem, welches aus den Producten 


0 #2 ® : N 
At_1.D,,,(h; nun by, ) 


re 


besteht, in dem Modulsysteme der Elemente 
D,(1, 2, .... z—1l, 2+0) 


/ 


enthalten, und ins besondere enthält das letztere auch das Modulsystem 
A, Au AueAın - ar. AmAsres u. 

Besteht zwischen den Grössen w, eine lineare Recursionsformel mter Ord- 

nung, so kommen wir auf den von Herrn Kronecker ausführlich behandel- 

ten. für die Theorie der Elimination wichtigen Fall. 

Giessen, den 30. Juni 1888. 
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Zur Krümmungstheorie der Flächen. 


(Von Herrn R. von Lilienthal in Bonn.) 


2. 103. Bande dieses Journals S. 34 hat Herr Knoblauch die Glei- 
ehung der von ihrem Schmiegungskreis vierpunktig berührten Normalschnitte 
einer Fläche für den Fall aufgestellt, dass die Coordinaten x, y. z der 
Flächenpunkte durch Funetionen zweier unabhängigen Veränderlichen 


ge- 


. (). 


eeben sind, während sie zuerst von de la Gournerie (Liowvilles Journal, '] 
p. 145) für den Fall ermittelt ist, dass z als Funetion von = und y be- 
trachtet wird. Der fraglichen Gleichung lässt sich, wenn man die Kugel 
und abwickelbare Flächen ausschliesst, eine Form geben, welche es auf 
die einfachste Weise gestattet, einige Sätze in Betreff jener Normalschnitte 
aufzustellen, die nicht ohne Interesse zu sein scheinen. Dabei soll von den 
Bezeichnungen Gebrauch gemacht werden, die im 30. und 31. Band der 
Mathem. Annalen, S. 1 bez. 85 u. ff. benutzt sind. 

Um zu der in Rede stehenden Gleichung zu gelangen, ist das Diffe- 
rential des Krümmungsradius o eines Normalschnitts unter der Voraus- 
setzung gleich Null zu setzen, dass man in dem Normalschnitt fortschreitet. 

jenutzt man für o die Gleichung: 
o° H’+-0: H; 
o,H’-+o,H?! 


= 


7 


und drückt jene Voraussetzung durch die Beziehung (Annalen Bd. 31, S. 90 
0,H, do, H,—o, H,do,H,+ (0 H/+&HN)T = 0 
aus, welche besagt, dass die geodätische Krümmung des Schnitts verschwindet, 
so zeigt sich, dass sowohl in der letzten Gleichung wie in der Gleichung 
do—=(0 die Grösse H,dH,—H,dil, nur linear vorkommt. Die Elimination 
dieser Grösse ergiebt dann: 
(1) Hido,+H?’do,—2(o,—-0,)H,H,T = 0 
als Gleichung der fraglichen Normalschnitte. Der linke Theil dieser Glei- 
chung soll nun als kubische Form von H, und H, dargestellt werden. 
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Die Ausdrücke für H, und AH, (Annalen Bd. 31, S. 86) liefern: 
H,YNsin(o—4)—H, YNcos(0—@) —H, YLsino+H,yLcoso 
—d, —®, 
Führt man diese Werthe von dp und dq in do, und do, ein, so entsteht bei 
Benutzung der Abkürzungen: 
00, ar.» 00, / . 
P, = el dp YNsin (0-9) — dg YLsin 6), 


D z DO, „/ 
P, = ee YNeos (9-5, YLeos 6), 


dp = dq == 





Pre l 00, / . 00, f:: .: 
Q, E 0,—0, ( og } I, sı1 0 — öp YN sın (0-9)), 
| 00 / 00 ge 
= 2 ‚C08 -_ INCOS —(D)), 
0 = a Yin ap YNeos(o-9)) 
das Gleichungssystem: 
pP 
Ew H,+(e,—0,)0,H, 
do, zn 0, 0; 
(2 ) —o, 
wi p 
(0, —,)0,H, + —H, 
do, = - B, 2 
Ö, 


Hier sind P, und P, proportional den Flächenelementen der zu E, resp. ©, 
gehörenden Krümmungsmittelpunktsflächen (Annalen Bd. 30, 8.2 und 7). 
0, und Q, sind proportional den Flächenelementen der Einheitskugel, falls 
ihre Punkte durch Radien bestimmt werden, die den Normalen der ersten 
resp. zweiten Krümmungsmittelpunktsfläche parallel sind, denn es ist z. B. 
(a.2.0. 8.3): 
YLN,—M: = T,YLeoso-T, YNeos(0—Y), 
aber aus der Gleichheit der beiden für Q, geltenden Ausdrücke (a. a0. 
S. 8) folgt: 
T,V Leoso—T, YNeos(0o—gy) = (.. 
Da nun (Annalen, Bd. 31, S. 89): 
7 GH-0M, 
VÖ, 

so nimmt (1.) mit Hülfe von (2.) die Form an: 

(3)  P,H/+3(0,—-0) 0 H’B—3(oe,—o)Q,H,H’—-P;,H} = Q. 

Bildet irgend eine Tangente mit der zu oe, gehörenden Krümmungs- 
linie den Winkel w, ihre conjugirte Tangente den Winkel y, so ist: 


So 
eir 
el 


Fl 


eil 


ul 
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te y = o,H, Me MM 
oH, 54 H, 
Somit lehrt die Gleichung (3.) unmittelbar folgenden Satz: Die der Tangente 
eines von seinem Schmiegungskreis vierpunktig berührten Normalschnitts 
einer Fläche conjugirte Tangente besitzt auf allen der Fläche parallelen 
Flächen constante Richtung. 
Die Beziehung (3.) gestaltet sich besonders einfach, wenn o, nur 
eine Function von o, ist. Man erhält nämlieh bei o, = f(o,) aus (2.): 
D g'/ > 
* 2 " ah. Pd: e- (0 zn ar 
N] 2 \xı N 2/ \N1/ 
und somit geht (3.) in: 
5.) Fe  M-3Q.H HA BQ,HHE- JOH = 0 
über. Ist hier Q, = 0, in welchem Falle die erste Krümmungsmittelpunkts- 
fläche in eine Curve ausartet, so wird die zu oe, gehörende Krümmungslinie 
von ihrem Schmiegungskreis vierpunktig berührt. Die beiden anderen Normal- 
schnitte mit derselben Berührungseigenschaft sind nur dann reell, wenn f(o 
negativ ist. Hier folgt: 


u Y—fe,) 


Analog ergiebt sich bei verschwindendem @,, dass die zu o, gehörende 
Krümmungslinie von ihrem Schmiegungskreis vierpunktig berührt wird, und 
dass die beiden anderen Normalschnitte mit der fraglichen Eigenschaft bei 
negativem f(o,) durch die Gleichung: 


H y 
1 u + 3 EN _ (oO \ 
H, tr} } f (01) 
bestimmt werden. 
Im allgemeinen Fall, wenn weder Q, noch Q, Null ist, zeigt sich 
ebenfalls, dass nur dann alle drei in Rede stehenden Normalschnitte reell 


ausfallen, wenn f (e,) negativ ist. Unter dieser Voraussetzung ergiebt sich 


folgende Lösung. Bestimmt man einen Winkel » durch die Gleichung: 
0,1 
cotgw = — 0. Y-f(o,), 
1 
ler 1: VO, ER g,R, PR 4 " ..,?° ee WER + 
oder da SG = .n ist, wo R, und R, die geodätischen Krümmungsradien 
l 2 2 


der zu @, resp. eo, gehörenden Krümmungslinien bedeuten (Annalen, Bd. 31. 
S. 87), durch die Gleichung: 
o,R, 


o,R, 
ns “ 


cotgw = 


P- f (e.), 
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so wird: 

H / ' 
„= V-f(@)eotg 
folglich, wenn man mit 9, %ı, 9, die Winkel bezeichnet, welche die 
Trangenten unserer Normalschnitte mit der zu e, gehörenden Krümmungs- 
linie bilden: 


[0] + 24 TI 
7 


G=0,1,2), 


+ 


0, o+2An 
too, = a to — EB 
ua D, Y-f'(e,) s( = 


welches Resultat nach dem Obigen auch für unendliche Werthe von AR, 
und R, statthat. 


Für die Minimalflächen im Besonderen ergiebt sich: 


a+2in 
» deinen l » destin u 
eotgw = nn: wre 2 


sodass hier die fraglichen Normalschnitte sich unter dem constanten Winkel 
120° schneiden. Diese letztere Eigenschaft besitzen unter allen Flächen. 
bei denen o, durch oe, allein ausdrückbar ist, nur solche, für welche die 
Gleichung: 
®; un + - 
reg, 
besteht, wo e eine willkürliche Constante bedeutet. 
Sind zyz und z,y,3, die Coordinaten zweier verwandten Minimal- 
flächen, welche der Beziehung: 
(de-+ide,) + (dy--idy,)'+(dz-+-idz,)” = 0 
entsprechen, und bezeichnet man die auf die Fläche (z,,y., 2.) bezogenen 
Grössen 0, ®, R,, R, der Reihe nach mit o,, ®,, R,, R., so geht die 
segenseitige Lage der von ihrem Schmiegungskreis vierpunktig berührten 
Normalschnitte in entsprechenden Punkten beider Flächen aus den Glei- 
ehungen hervor: 


R,, eR,—R, 
2 — Ey, e — 
R,, eR, +R, 
tg(w, +Yyıw) = €Yı, 
 ; »f u r, tor 
tg(w,+0,) = — (w—60,)= —yıtgo, 


wo & und y, absolut genommen die Einheit bedeuten. (Vergl. Untersuchun- 
sen zur allgemeinen Theorie der krummen Oberflächen und geradlinigen 
Strahlensysteme. Bonn 1886. 8. 95.) 


Bonn. im Juli 1888. 








Premiere partie du chapitre XIII de la 
Note sur la theorie des residus quadratiques *). 
(Par M. Angelo Genocchi.) 


(Ne a Plaisance le 5 mars 1817, mort a Turin le 7 mars 1889.) 


EN 
Ni, dans l’@quation (65.): 


1 
NN 


a — a 


h / 


he 1 2 J N 1 N 
z z — N (e' #—o'P ge a" — a") RN (h=1,2, 3, ,.. Km-i } (n—1)), 
a" — kei 


on fait: 


a=e" , fe 


U 
en designant par a un nombre premier a m, et par b un nombre premier 
an, il viendra: 


2anhn 
sin 


Ki Im , l- \ Im/ , 
RP m ae ı , 2rn(anh+bmk) . 2rn(anh—bml 
(73.) n 2°°(—1)° I7 sin sin - g=4ia-1). 
z . 2ahn k=1 mn mn 
sin 
m 


Or, en general, sin2rz est positif, si x surpasse un nombre entieı 
d’une quantite inferieure ou egale A 4, negatif si, au contraire, il ya un 
nombre entier qui surpasse = d’une quantite inferieure A 4- Au moyen de 
cette remarque, on deduira de la formule (73.) le theor&me d’arithmetique 
suivant: 

Soient m, n, a, b des nombres entiers positifs, m et » impairs et 
premiers entre eux, a premier a m, b premier ä »; soit A un nombre de- 
termine queleonque, et k un nombre indetermine, qui prenne successivement 
les valeurs 1, 2, 3, ... 4(n-1l). Divisez par mn toutes les valeurs que 


— | 
) \ 


*) Ja „Note sur la theorie des residus quadratiques“ a ete publiee en 1853 par 
l’Academie Royale de Belgique dans le T. AXV des Memoires couronnes et Memoires 
des savants etrangers. 

**) [a lettre & designe une racine primitive de l’equation x” = 1, la lettre # une 
racine primitive de l’equation a” = 1. 
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prendront les quantites: 
anh+bmk, anh— bmk, 
en determinant les quotients de maniere que chaque reste soit numerique- 
ment inferieur A mn, et soit A le nombre total des restes negatifs. Divisez 
aussi ah et anh par m, en prenant les restes numeriquement inferieurs A Im; 
enfin soit: 
q = In—]). 

Uela pose, le nombre g-+4 sera pair, si les restes de ah et anh sont de 
meme signe, impair siils sont de signes contraires. 

Ce theor&me pouvant conduire A la loi de reeiprocite, nous allons 
en chercher une demonstration direete, en supposant, pour plus de simplieite: 


ml, be] 
et k lun des termes de la suite 1, 2, 3, .... p, p etant = 4(m—1). 


Faisons: 
r=4(mn—1l), u=nh—mk, v= nh+mk—r; 
u et e, abstraetion faite du signe, seront < 4mn. Ayant divise „h par m, 
soit ö le quotient, A le reste positif: nous aurons: 
nh = mi+h', h<- 4m, 

et par suite: 

mi<nh<Imn, dou i<4n; 
done mk sera plus petit que „A pour toutes les valeurs k=1, 2, 3, ... i, 
mais pour ces seules valeurs, de sorte que » aura ö valeurs positives. J’ob- 
serve que les nombres A et «a ne peuvent @tre nuls, car »h, etant inferieur 
a Imn, ne peut €tre multiple en m&@me temps de m et de n. Mais nous 
aurons aussi: 

nh-+-mk = m(i+k)+h, r=mg-+p, 
et, par consequent: 

nh+mk > r 

pour toutes les valeurs: 


k=g-i+l, g-i+2, q-i+3, ... q-TL 9 
et aussi pour l'autre valeur k= g-i, dans le cas de K >p: en effet g—i 
ne pourra pas &@tre nul dans ce cas, puisque si q=i, il s’ensuivrait 
mi+-h > mg-+p, ou nk >r, tandis que r est egal A np-+g, et que Ah ne 
surpasse pas p. Ainsi le nombre e aura i valeurs positives si h <- 4m, et 
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celui des valeurs positives de a, lorsque le reste A est inferieur A Im, et 
le surpasse d’une unite dans le cas contraire: de la r&sulte le theoreme ei- 
dessus Enonce. 


en aura ö+1 si # > 1m. Done le nombre des valeurs positives de v Egale 


Maintenant soit f le nombre total des valeurs positives de «, et g le 
nombre total des valeurs positives de ve, en supposant quon attribue suc- 
cessivement A A toutes les valeurs 1, 2, 3, .... p, a A toutes les valeurs 
1, 2, 3, ... g; soit n, le nombre des restes superieurs ä Im provenant de 
la division des multiples »hA par m: on aura evidemment g—f=n,. Par les 
m&mes raisons, si f designe le nombre total des valeurs positives de la 
quantite « = mk—nh, et m, le nombre des restes superieurs A 4» provenant 
de la division des multiples m%k par », on aura g—-f =m,. Il en resulte: 

29—-/-f = m+m.. 
et par suite: 
Mais les valeurs positives de « sont les negatives de v, car v=—u, et 
par consequent f+f est le nombre total des valeurs de «, c'est-A-dire 
pg; done: 

mitm = (Im. 

Enfin, si m et » sont deux nombres premiers, on aura, d’apres un 
lemme de M. Gauss: 

")=(-1) © rn 1", 


n - ım 


d’ou Yon eonelut la loi de reeiproeite: 


m )( n ) _ (Ya 
n m \ # 


Jignore si cette demonstration &@l&mentaire et tres simple, et sa 
liaison avec celle de M. Liowuville, ont deja &t&e signaldes. 
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Beweis des Reciprocitätsgesetzes 
für die quadratischen Reste. 


(Aus einem Aufsatze in No. XLVIII der Sitzungsberichte der Berliner Akademie von 1885.) 


(Von L. Kronecker.) 


Bei „logarithmischer Umgestaltung‘ der Deduetion, welche ich im 
Y6sten Bande dieses Journals (S. 348) gegeben habe, gelangt man in fast 
ebenso einfacher Weise zu der Reeiproeitätsgleichung: 


m n 4(m—1)(n—1) 
1. (2)E) = nen 
(A., Ns (1) 


. . ‚ . 7» m nn 
Hierin bedeuten m und » ungrade Zahlen, und die Zeichen (= ); (\ 


) Wer- 
m 


den, wenn, wie in meinen früheren Aufsätzen, mit sgn.a die mit dem Vor- 
zeichen von a genommene Einheit und mit AR(a) der kleinste Rest von «a 
bezeichnet wird, durch die Gleichungen definirt: 
BA m km n hn iin 1) 
(B.) ( ) = sen. ITR( - ); ( )=s n./IR ) EI De Dee BEL 
x n Be n 7? IM - 5 h m Gi 1,2, ... 3m 1) 


Für jede der Zahlen A=1, 2, ... 4(m—1) ist: 


BEN 4 h k | hn ] k | h EN Pe} 
y 1 y 0 se BR 1 - I 1 z Es N, 3 an an 
(©. 27 (1 sgn.(, n ‚)) m 2 ar 1 sen.(, n )) m 


(k=1,2,... #n—1)) 
Denn in der ersten Gleichung giebt der Ausdruck auf jeder der beiden 
Seiten die Anzahl der Zahlen 4»+1)—%k an, welche kleiner als z +4 
sind, während durch die Ausdrücke auf beiden Seiten der zweiten Gleichung 
die Anzahl derjenigen Zahlen k dargestellt wird, die kleiner als - sind. 
Ferner ist offenbar: 


Ihn hn /hn | hn ’ 
| ah ‚| | : | - \(1-sgn.R( )) = logsgn. R( = ) (mod. 2); 





’ ee RL DATE 
1 us age a re a ER ET. 

N MN Una nd a ET ah de a ae BE Eee 

2 REET  DR REI 
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f J 
die Gleichungen (C.) führen daher zu der Congruenz: 


h k h EN l Ihn N „m 
D.) 32: n.( a 1)—4 ‚Sgn. r = —-logsgn. R ‚ (mod.2). 
(D., sg mn 2 ysgn \ m ) mi on m / \ | 


k n 


(k=1,2,... t4n-—1)) 


und aus dieser resultirt mit Hülfe der Gleichungen (B.) die folgende: 


Rh k h EN l IN 
E): 488gn.(— + —})-1.88g )e--iegl--) 1.2) 
3 12 sen. - 1)—-123%son. = — log ) (mod. 2). 
( / Ak NM n 2/.. 2 g- n / ri \ 
G=1,2%,... Km); k=1,2 Kn—1)) 


deren unmittelbare Folge die Congruenz: 


l ( m l nN\ A | 
PN 0 . ) f .y ( .2 
(F.) “ log )+ ar log( — )== (m—1)(n—1) (mod. 2), 


ın m 
und also auch die Reeiprocitätsgleichung: 


f2 Y\f n\ - ( 3% \)(n—1) 


ın’/\m’/ 


ist. Denn wenn man in der Congruenz (E.) m mit » und A mit k ver- 


7 
tauscht, so kommt: 


/ ws ns f h IR N \ 4 > h 
(E..) 12 sgn. —1)—-123sgn. 


h l / m \ 
hk \ m n n m rt 


log; 
[4 


Pa 


mod. 2 . 
n 


und die Verbindung der Congruenzen (E.) und (E.) ergiebt, dass: 


1 {mN\ | IN a h hi 
log\ + log\ | Ssen.| | mod. 2). 
TU E n Ui xm "En Z 7 . 
l mN\ | n\ i /h RN 
log _— lo@( = Isen. mod. 2 
mie > \ n / ri SO \m’/ " SS" \ m n / k 
(=1,2,.. m+l);k=1,2 (n—1)) 


ist. Es bedarf daher nur noch der Bemerkung, dass jedes einzelne von 
den Hm—1)(a—1) Gliedern der Summen auf der rechten Seite modulo 2 
eongruent 1 ist, um die Richtigkeit der Congruenz (F.) zu begründen. 


In einem auf S. 109—111 des 12. Bandes der Acta Mathematica ab- 
gedruckten Aufsatze des Herrn Jacob Hacks ist die oben in den Gleichungen 
(C.) dargelegte, schon von @Genocchi erkannte Bedeutung der Zahlen: * 


IE hn 
+1 und 
m 2 m 
nicht bemerkt. Diese Bedeutung setzt aber die Relationen, deren Nachweis 
jener Aufsatz gewidmet ist, und welche in den hier gebrauchten Zeichen 
*) Vgl. auch den Schluss von art. VII meiner Mittheilung im Stück XLVIII deı 
Sitzungsberichte der Berliner Akademie von 1885. 
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tolgendermassen lauten: 


[An | | km ‚Ehn km ü 
str l-zlme) Sfrleeln]eene-n 
p | m + 2_ < nn "Ba 7 m u m 1) (m 1) 


n 
Aet, 2, dus Km—1); BE ur. 4(n—1)) 


unmittelbar in Evidenz und macht daher die ganze dortige Beweisführung 
entbehrlich. 

In dem oben formulirten Reeiprocitätsgesetzbeweise hat man — wie 
im art. VII meiner im Titel angeführten Arbeit: „Die absolut kleinsten Reste 
reeller Grössen“ näher ausgeführt ist — nur eine logarithmische Umge- 
staltung des dritten Gaussschen Beweises zu sehen. Dasselbe gilt von dem 
fünften Gaussschen, von dem @Genoecchischen *) und dem damit überein- 
kommenden Scheringschen Beweise, an welchen der oben erwähnte Aufsatz 
des Herrn Hacks anknüpft. 

Der Ausgangspunkt der Genocchischen Entwickelung lässt sich mittels 
der hier gebrauchten Bezeichnungen durch die Gleichung: 


a AST (=) ‚2 ( DER 5 ED | 2 ( u h k 
(G.) ‚(1 sgn. Ri =} - I+sgn.(, w 1) 2 I-+-sgn.( —) 


G=1,% ... Km—1);k=1, 2... %n—1)) 


darstellen, während die Ausführungen des Herrn Schering darauf basiren, 
dass für 0: 
(H)  4(1-—sgn.R(x)) + el | sgn.(e+3—#))-3&(1+sgn.(2—k)) 


(kt 1,2,3, ... in inf) 
ist. Diese letztere Gleichung ist freilich allgemeiner als die erstere (@.), 
iin . e 1 nh 
sie findet aber in der Scheringschen Deduction **) nur für = = „ Anwen- 


dung, und hierfür stimmt sie mit der @enocchischen Gleichung genau überein. 
Um dies zu erkennen, braucht man nur die Summationen in der Gleichung 
(H.) auf die positiven Zahlen 4, #4, die kleiner als 4» sind, zu beschränken 
und den Summationsbuchstaben 4 durch %n»+1)—k zu ersetzen. 

Ich bin auf den Beweis, welchen Genocchi im art. XIII seiner im 
Jahre 1852 der Akademie zu Brüssel eingesandten und bald darauf dort 
preisgekrönten und publieirten Arbeit gegeben hat, erst im Anfange des 
Jahres 1881 durch eine von ihm selbst erhaltene briefliche Mittheilung autf- 


*) Vol. art. VIII meiner Mittheilung im Stück XLVIII der Sitzungsberichte von 1335. 
**) Vgl. die mit [1] bezeichnete Gleichung auf S. 220 der Nachrichten der König- 
‚chen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen von 1579. 
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merksam geworden *). Indessen hatte Genocchi schon in den Comptes Ren 


dus der Pariser Akademie vom 16. Februar 1880 eine Notiz darüber ver- 
öffentlicht. Bis dahin scheint aber sein Beweis einem grossen Theile des 


mathematischen Publikums unbekannt geblieben zu sein: wenigstens haben 


wir beide, Hr. Schering und ich, ihn in den verbreitetsten Werken und Zeit- 
schriften nirgends erwähnt gefunden. Um ihn nunmehr in der ursprünglichen 
Darstellung allgemeiner zugänglich zu machen, habe ich auf den vorher- 
gehenden Seiten den ersten 'T’'heil des art. XIII der erwähnten @enoechischen 
Preisschrift abdrucken lassen. 


In demselben Briefe lenkte Genocchi meine Aufmerksamkeit auf einen von Schaar 
in den Schriften der Brüsseler Akademie veröffentlichten Beweis, der mir ebenfalls ent 
gangen ist. mit folgenden Worten: 

„Mais entre toutes les demonstrations de la loi de reeiprocite, celle que vous ave 
publiee en 1876 (Monatsberichte p. 331) est surtout remarquable parce quelle se ren 
ferme dans le champ des residus quadratiques, comme la premiere de Gauss et n’emprunte 
rien a la theorie des residus des puissances superieures. Toutefois les produits que vous 
considerez sont a-peu-pres les memes que M. Schaar avait introduits des 1547 dans la 
demonstration de la loi de receiprocite (Bulletin de VAcademie de Belgique, | Serie, 
Tome XIV, Partie I, p. 79—83) sans pouvoir la rendre independante de lart. 106 des 
Disquisitiones.“ 








Paul du Bois-Reymond. 


(Geboren in Berlin am 2. December 1831, promovirt an der Berliner Universität am 26. März 1859, 
Privatdocent in Heidelberg 1865 bis 1868, ausserordentlicher Professor daselbst 1868 bis 1870, ordent- 
licher Professor in Freiburg in Baden vom 28. Februar 1870 bis zum 15. März 1874, von da ab bis zum 
Herbst 1884 an der Universität zu Tübingen und seitdem an der Technischen Hochschule in Charlottenburg). 


® 

Nur wenige Tage, nachdem der Druck der Abhandlung „Ueber lineare 
partielle Differentialgleiehungen zweiter Ordnung“ (S. 241 bis 301 dieses 
Bandes) vollendet war, hat den Verfasser der Tod ereilt. Er starb, auf 
der Durchreise nach Neuchätel, in Freiburg in Baden am 7. April. Dass 
er in den letzten Monaten, wo die Krankheit, welcher er erlag, wohl schon 
weit vorgeschritten war, noch die geistige Spannkraft zur Veröffentlichung 
der umfangreichen Arbeit sich bewahrt hat, ist bewundernswerth. Es zeigte 
sich noch bei seiner letzten Publication, dass ihm die mathematischen Fra- 
gen stets Lebensfragen gewesen sind. 

Er knüpft in dieser Abhandlung, wie er gleich im Anfange bemerkt, 
an die um ein Vierteljahrhundert zurückliegenden Untersuchungen an, 
welche er im Jahre 1864 unter dem Titel „Beiträge zur Interpretation der 
partiellen Differentialgleichungen mit drei Variabeln (erstes Heft: die Theorie 
der Charakteristiken)* als besonderes Werk herausgegeben hat. Schon 
kurze Zeit nach der Veröffentlichung dieses Werkes scheint P. du Bois- 
Reymond sich der andern Kategorie von Untersuchungen zugewandt zu 
haben. welcher der grösste Theil seiner nun folgenden Publieationen ge- 
widmet ist. Denn die erste dieser Abhandlungen, zugleich eine seiner be- 
deutendsten, ist vom Februar 1868 datirt; sie ist im 69sten Bande dieses 
Journals abgedruckt und hat den Titel „Ueber die allgemeinen Eigen- 
schaften der Klasse von Doppelintegralen, zu welcher das Fouriersche 
Doppelintegral gehört“. Während er hierin zeigt, dass es ihm gelungen 
ist, den Kreis der seit Fourier und Dirichlet bekannten Darstellungsformeln 
wesentlich zu erweitern, bringt eine zweite, aus jener Reihe hervorzuhebende 
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Abhandlung *) als Erfolg seiner darauf gerichteten Bestrebungen den Nach 
weis, dass die Anwendbarkeit solcher Darstellungsformeln nieht unbesehränk‘ 
ist. P. du Bois-Reymond selbst bezeichnet auf S. IX der Einleitung zu 
dieser Abhandlung die dabei „gewonnene Einsicht“ nur als „vor der Hand 
wohl befriedigend“, und es wird hierdurch erklärlieh, dass ihn die „dunkeln 
Fragen“, zu deren Aufhellung er eben beigetragen hatte, und die ihrer 
Natur nach wohl nicht eigentlich abgeschlossen werden können, noch lange 
beschäftigten, ja mit unwiderstehlicher (sewalt fesselten. Dass er aber gern 
davon loskommen wollte und sich darnach sehnte, wieder in seine früheren 
Forschungsbahnen einzulenken, bezeugen seine Aeusserungen in einem an 
mich nach Florenz gerichteten Briefe vom 22. April 1886. Er schickte 
mir damit einen Separatabdruck seiner in den Sitzungsberichten der hiesigen 
Akademie (1886, XVIID veröffentlichten Notiz „Ueber die Integration der 


Reihen‘ und schrieb mit Bezug darauf: „Ihr Kriterium für lim /y(e. &) dr — 0 


habe ich nur angeführt, ohne es näher zu discutiren, wozu Zeit und Kaum 
fehlte, werde dies aber in der ausführlicheren Mittheilung nachholen. Dann 
werde ich dieser Art Mathematik übrigens den Ricken kehren. Es stehen 
die Ergebnisse in zu ungünstigem Verhältnisse zur Anstrengung, und ausser 
dem regen sie nicht zu weiterem Forschen an; im Gegentheil, ihre Haupt- 
wirkung ist, der Forschung in einer gewissen Richtung Einhalt zu thun, 
und das heisst, sehr brav gegen seinen Nächsten, aber zu uneigennitzig 
gegen sich selbst handeln. ... Ich schreibe jetzt an meinem letzten Auf- 
satz in dieser Materie, den ich Sie ersuchen werde im Jubelbande unterzu 
bringen. Es handelt sich darin um den Stetigkeitsgrad und den Uonvergenz 
grad in genauerer Durchführung und damit Zusammenhängendes, und dann 
geht es wieder mit Hurrah! an die partiellen Differentialgleichungen.“ 

Es ist darum als eine „lückliche Fügung zu betrachten, dass die 
schon seit einiger Zeit von P. du Bois-Reymond gehegte Absicht. seine zum 
Theil aus älterer Zeit stammenden Aufzeichnungen über lineare partielie 
Differentialgleichungen zu einem drucktertigen Manuseript zu «westalten, im 
vorigen Jahre zur Ausführung gekommen, und dass es ihm noch vergönnt 


gewesen ist, die heihe werthvoller Beiträge, welche er diesem Journal zu- 


*) „Untersuchungen über die Convergenz und Divergenz der Fourierschen Dar- 
stellungsformeln.“ Aus den Abhandlungen der k. bayer. Akademie der Wissenschaften 


II. Cl. XII. Bd. II. Abth. München 1876. 
Journal für Mathematik Bd. CIV. Heft 4. 45 
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gewandt hat, mit einer wenigstens übersichtlichen Darstellung dessen, was 
das zweite Heft seiner „Beiträge zur Interpretation der partiellen Differential- 
gleichungen“ enthalten sollte. und damit auch in gewisser Weise dieses 
Werk selbst abzuschliessen. 

In einem von Tübingen am 3. November 1881 an mich gerichteten 
Briefe P. du Bois-Reymonds findet sich folgende Stelle: „Nun ist Heine doch 
seiner hoffnungslosen Erkrankung erlegen. Ich bedauere ungemein, ihn 
nicht mehr unter den Lebenden zu wissen, und bewahre treu das Bild des 
freundlichen, wohlwollenden, bedeutenden Mannes. Er war einer von denen, 
für die man publieirt: denn es sind doch nur Wenige, an die man als an 
Leser von Urtheil und Nachsicht beim Niederschreiben seiner Geistespro- 
ducte denkt. Ein Glück ist es, dass sein Geschick ihm Zeit liess, die 
zweite Auflage seines Buches zu vollenden“. Diese Worte sind ein schönes 
Zeugniss für die edle Gesinnung und die warme Empfindung des nunmehr 
auch Dahingeschiedenen beim Tode eines Fachgenossen: sie drücken auch 
am besten aus, was jetzt bei seinem Tode die überlebenden Fachgenossen 


bewegt. 


Berlin, den 18. April 1889. L. Kronecker. 
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